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Cognome Nome

Esercizio 1 Per n ∈ N sia un la funzione reale definita da

un(t) :=

{
(nt)2 se − 1

n ≤ t ≤ 1
n ,

0 altrimenti,

e sia vn := ∆2/n∗un (al solito, ∆a è la misura di campionamento a passo a ∆a :=
∑∞

k=−∞ δ(t−ka)).
Calcolare: 1) Le derivate prime e seconde di un e di vn

2) Le trasformate di Fourier di un e di vn

3) I limiti di un e di vn in S ′(R) per n →∞.

Esercizio 2 Per v ∈ D ′
+(R) sia u = T [v] ∈ D ′

+(R) la soluzione dell’equazione(
u(4) − u

)
∗

(
H(t) cos t

)
= v in D ′

+(R).

Calcolare T [δ],T [δ′],T [δ′′(t− 2)],T [H(t + 1)].

Esercizio 3 1) Calcolare u := (δ − δ′) ∗ (δ + δ′) ∗ (δ − δ′) ∗ (δ + δ′).
2) Trovare le soluzioni temperate v, w delle equazioni in S ′(R)

−v′ + v = δ, v′ + v = δ

3) Esprimere mediante v, w una soluzione in S ′(R) di

u(4) − 2u′′ + u = δ′ (?)

Sono possibili altre soluzioni tra le distribuzioni temperate?
4) Trovare la soluzione causale dell’equazione (?) e confrontarla con quella trovata in precedeza.

Esercizio 4 Sia B = (Bn)n∈N il segnale discreto definito da Bn := b2−n. Calcolare la trasformata
Z B(z) di B. Risolvere poi l’equazione alle differenze per n ≥ 0{

Un = aUn−1 + b2−n n = 1, . . . ,

U0 = b

(Facoltativo) Siano poi A ,B due filtri lineari, causali e tempo invarianti e si costruisca una
successione di filtri

(
T n)n definita da{

T n[u] = A [T n−1[u]] + 2−nB[u] n = 1, . . . ,

T 0[u] := B[u].

Determinare la funzione di trasferimento di T n in termini delle funzioni di trasferimento di A e
di B; trovare condizioni su queste ultime perché esista il filtro limite T [u] := limn→∞T n[u] e
risulti stabile.

Esercizio 5 (Facoltativo, per i matematici) Si consideri la funzione sε(t) := 1
t se |t| > ε,

sε(t) = 0 se |t| ≤ ε; sia poi s la distribuzione v.p. 1t .
1) Mostrare che sε ∗ φ → s ∗ φ in S ′(R) per ogni φ ∈ D(R).
2) Mostrare che sε ∗ φ → s ∗ φ in L2(R), ∀φ ∈ D(R).
3) Mostrare che sε ∗ u ∈ L2(R) per ogni u ∈ L2(R) e sε ∗ u → s ∗ u in L2(R).
4) Mostrare il punto 2 (e poi il punto 3) per la convergenza (debole) in Lp(R), 1 < p < ∞.
5) Mostrare il punto 4 per la convergenza forte in Lp(R).

Valutazione degli esercizi

Esercizio 1 2 3 4 5 TOTALE

Indicare qui di seguito se si intende sostenere l’orale in questa settimana oppure nella prossima.


