1. Trasformata di Fourier

Affrontiamo il problema di rappresentare mediante funzioni trigonometriche segnali
non periodici: evidentemente, questi non possono pill ottenersi come sovrapposi-
zione di onde che vibrano a frequenze multiple di una fissata frequenza fondamen-
tale (che genererebbero un segnale periodico); occorre quindi un procedimento pitt
sofisticato che viene fornito dalla teoria della trasformata di Fourier.

In questa lezione consideriamo segnali che, in un senso opportuno (di tipo “inte-
grale”), decadono a 0 abbastanza velocemente per tempi grandi: il prototipo su cui
imposteremo inizialmente il discorso sara quello dei segnali di durata finita. Solo
la teoria delle distribuzioni, sviluppata nei corsi piu avanzati, permette di trattare
segnali di tipo piu generale e di comprendere all’interno della medesima teoria anche
il caso dei segnali periodici.

Ci limiteremo anche a considerare segnali limitati e daremo sempre per scontato che
si tratti di segnali misurabili. Ricordiamo che segnale limitato significa che esiste
una costante M > 0 tale che

lu(t)| < M VteR; in particolare sup|u| < M. (1.1)
R
Definizione 1.1 (Segnali di durata limitata) Diciamo che un segnale u defi-
nito in R ha durata limitata se esiste D > 0 tali che
u(t) =0 al di fuori dell’intervallo (—D, D). (1.2)
Chiamiamo durata di u la piu piccola delle costanti 2D degli intervalli che soddi-

sfano la (1.2).

Definizione 1.2 (Segnali assolutamente integrabili e segnali con energia finita)
Diciamo che un segnale u definito in R ¢é assolutamente integrabile e scriviamo

u € LY(R) se
+0o0 R
Odt:= 1 t)|dt < 1.3
| e Jim [ i< +oc (1)
Diciamo che u ha energia finita e scriviamo u € LQ(R) se
400 R
Slu] = / W@ dt = tim [ |u@)dt < +oo (1.4)
oo RT+o0 J_Rp

I segnali (limitati) di durata limitata sono sempre assolutamente integrabili e vale la ovvia

relazione
/hMNﬁSQMD, (1.5)
R

dove M, D sono le costanti di (1.1) e (1.2). I segnali (limitati) assolutamente integrabili
hanno sempre energia finita e vale la

+oo
gmng lu(t)] dt. (1.6)
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Consideriamo ora un segnale continuo u di durata 2D e regolare a tratti. Se sceglia-
mo un “periodo” T > 2D e chiamiamo fy = % la relativa frequenza fondamentale,
possiamo esprimere wu in serie di Fourier

u(t) = che%mﬁ’t, te (=T/2,T/2), con (1.7)
nez
/2 ) .
Cn =% /T/Qu(t)e”””fﬂtdt =1 /Ru(t)e*%mfﬂtdt. (1.8)

Ora, 'ultimo integrale ha senso anche se I’esponenziale oscilla a qualsiasi frequenza
f, non necessariamente multipla di fy. Poiché questa si rivelera la quantita cruciale,
poniamo

U(f):= /Ru(t)efzm-ft dt, VfeR. (1.9)

Con questa notazione la serie di (1.7) diventa

u(t) = 2> Ulnfo)e®™ ™o = fo > U(nfo), dove U(f):=U(f)e*"/, (1.10)

nez nez

e, lo ricordiamo, la convergenza della serie e intesa in senso puntuale.

L’aspetto interessante ¢ che nella relazione precedente noi siamo liberi di rendere
fo piccolo quanto vogliamo, poicheé I'unico vincolo € dato da

1
T >2D cio¢ —_—
> cioe fy < 5D

Di conseguenza
u(t) = lim fo > U(nfo). (1.11)
° nez

Non sarebbe difficile dimostrare che quest’ultimo limite € proprio l'integrale di U
esteso a tutto R. Tenendo conto di come ¢ stato definito U otteniamo

“+oo

u(t) = / U(f)e2m 7 df.
— 00

Questa formula ¢ la formula fondamentale della teoria della trasformata di Fourier

e prende il nome di formula di inversione. Raccogliamo il risultato nel lemma

seguente:

Lemma 1.3 Se u & un segnale continuo di durata finita e regolare a tratti, la
funzione U definita da (1.9) appartiene a L*(R), e vale la formula di inversione

u(t):/RU(f)esztdf VteR. (1.12)

A questo punto si tratta di studiare sistematicamente le proprieta della trasfor-
mazione (1.9), sia per conoscerne le caratteristiche pit approfonditamente, sia per
estendere il pitt possibile la validita della (1.12).
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Definizione 1.4 (Trasformata di Fourier) La trasformata di Fourier U =
Fu] di un segnale u € L*(R) ¢ definita da

U(f):= [ ut)e 2™/t dt, YVfeR. (1.13)

T

La trasformata coniugata U = F [u] ¢ definita da
U(f) := / u(t)e*™ tdt, Y feR. (1.14)
R

Quando u ¢ L*(R) (cioé non ¢é assolutamente integrabile) gli integrali di (1.13) e
(1.14) sono intesi nel senso del valor principale.
Useremo spesso la notazione (molto imprecisa ma comoda)

ut) S U(p), U T ) (1.15)

per indicare la trasformata di Fourier e la sua inversa.

Valor principale. Quando u non ¢ assolutamente integrabile, I'integrale che definisce la

trasformata non esiste in senso assoluto; cid nonostante, almeno se u & a energia finita, si
puo ancora parlare di trasformata riccorrendo al cosiddetto wvalor principale dell’integrale,
che per un generico segnale (limitato) v & definito da

400 "R
v.p. v(t)dt = lim v(t) dt, 1.16
b [ Cewar= m [ o) (116)

quando il limite esiste finito. Nella definizione (1.16) & fondamentale che gli estremi
di integrazione vadano all’infinito in modo simmetrico, condizione superflua quando v &
assolutamente integrabile. In altre parole, se ad esempio si considerasse il limite

2R

lim v(t) dt,
Ri+oco J_ R

si otterebbe il medesimo risultato di (1.16) se v € L*(R), mentre se v ¢ L!(R) in generale
i due limiti sono differenti. Vedremo piu avanti che, dal punto di vista dell’inversione della
trasformata di Fourier, 'uso del valor principale ¢ molto naturale.

Quando u non e assolutamente integrabile, 1'uso del valor principale non risolve
tutti i problemi: chi ci assicura che il limite che lo definisce esiste?

E possibile dimostrare (ma si tratta di un Teorema molto difficile, forse uno dei
Teoremi pit difficili dimostrati nel secolo scorso) che se u ha energia finita il valor
principale esiste sempre, salvo al pilt per una certo numero (purtroppo anche infi-
nito...) di frequenze, che comunque non compromettono la possibilita di definire la
trasformata di Fourier e di applicare la formula di inversione. Per enunciare corret-
tamente questo risultato occorrerebbe aver sviluppato una teoria dell’integrazione
piu raffinata; lavorando con segnali regolari a tratti e supponendo (come sempre
accade negli esempi di calcolo) che la formula (1.13), intesa nel senso del valor prin-
cipale, sia ben definita salvo un numero finito di frequenze, & possibile evitare tutte
queste questioni piu delicate.

I teoremi fondamentali

Quando il segnale u & assolutamente integrabile la sua trasformata € continua,
limitata e infinitesima all’infinito:
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Teorema 1.5 (Riemann-Lebesgue) Se u € L*(R) allora

’ U ¢é limitata, continua ed infinitesima per |f| T +oo. ‘ (1.17)
In particolare
< . .
max [U(f)] < fJull @) (1.18)

Il risultato pit importante, che abbiamo parzialmente anticipato nel lemma 1.3,
permette di ricostruire il segnale u a partire dalla sua trasformata di Fourier me-
diante 'applicazione della trasformata coniugata: si parla di Teorema di Inversione
della trasformata di Fourier.

Teorema 1.6 (Inversione) Se u € L?(R) ¢ un segnale regolare a tratti allora

400 , +F »
=gl vy, /_OO Ui = dm | VNS (119)

Se poi u & continuo e u' ha energia finita allora

UecL'R), ult)=FU]{t) = / U(f)e2m It df. (1.20)

— 00

Corollario 1.7 (Iniettivita della trasformata di Fourier) Se due segnali han-
no la medesima trasformata di Fourier allora coincidono.

Questi risultati meritano qualche commento:

Con linguaggio un po’ immaginifico, potremmo dire che la formula (1.20) & una formula

di sintesi: cioé permette di esprimere un segnale come “sovrapposizione” di un continuo
di armoniche elementari. Corrispondentemente, la definizione stessa di Trasformata di
Fourier & uno strumento di analisi, poiché permette di determinare 'ampiezza (complessa)
di ciascuna armonica in cui il segnale stesso € decomposto.

Il teorema di Iniettivitd mostra che vi & un’unica sintesi possibile. Se pensiamo che le armo-
niche in gioco hanno la potenza del continuo, questo risultato e tutt’altro che intuitivo....

Commento. Da un punto di vista pitt matematico, invece, il Teorema di inversione dice sostanzialmente

che la trasformata inversa coincide con la trasformata coniugata, cioe

Fr1=F, FoFu=u. (1.21)
In altre parole la notizia (sorprendente) & che la sintesi di un segnale a partire dalla sua
analisi in frequenza (cioe dalla sua trasformata), che a priori potrebbe coinvolgere un pro-
cedimento molto differente dalla analisi stessa, avviene invece con un’operazione che ¢ una
piccolissima variante dell’analisi, appunto la trasformata coniugata.

Nota Tenendo conto del commento precedente, il Teorema di Riemann-Lebesgue fornisce un ri-

sultato “negativo” che giustifica ancor di pit 'importanza di usare il valor principale. Piu
precisamente, esso mostra che se un segnale u non & continuo, la sua trasformata U non
puod essere assolutamente integrabile (in caso contrario, essendo u la trasformata coniugata
di U, u sarebbe continuo...). Di conseguenza, quando u non & continuo, nella formula di
inversione (1.19) 'uso del valor principale & necessario per dare senso all’integrale e quindi
alla formula stessa.

In altre parole: senza valor principale per i segnali discontinui non vi sarebbe la formula di
inversione (e quindi la trasformata di Fourier perderebbe molto del suo interesse).

Teorema 1.8 (Formula di Plancherel) Se u € L%(R) ¢ un segnale di energia
finita, allora anche U € L*(R) lo ¢ e

8lu) = / u(t)[? dt = / ()2 df = 0] (1.22)
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Proprieta elementari

Trasformata, trasformata coniugata e dualita

Quest’ultima proprieta giustifica il nome di trasformata coniugata. Tenen-
do conto del Teorema di Inversione, questo risultato si puo anche enunciare
espressivamente cosi:

se u(t) 2> U(f) allora U(t) -2 u(—f). (1.23)

Dal punto di vista pratico: ogni riga di una tabella di trasformate puo essere
utilizzata per il relativo calcolo anche da “destra” verso “sinistra”, semplice-
mente sostituendo ¢ al posto di f nella colonna di destra e —f al posto di ¢
nella colonna di sinistra.

Segnali reali
Se u & reale allora U & Hermitiano, cioe U(—f) = U(f). (1.24)
Significato di U(0)
+o0
U(0) = / u(t)dt & semplicemente I'integrale di u. (1.25)
—00

Cambiamenti di scala Se A # 0 ¢ un fattore di cambiamento di scala e v(t) :=
u(t/N), allora
V() = INUAS).

Piu direttamente

se u(t) -2 U(f) allora u(t/A) -2 AU (1.26)

Parita e disparita

Se u ¢ pari  (cioe u(—t) = u(t)) allora U epari U(—f)=U(f);
Se w & dispari (cioe u(—t) = —u(t)) allora U e dispari U(—f)=-U(f).
In particolare

Se u ¢ reale pari allora U & reale pari

Se u € reale dispari allora U € puramente immaginaria e dispari.

Ritardi Dato un segnale u e un ritardo 7, indichiamo con R;[u] il corrispondente
segnale ritardato di T
R [u](t) := u(t — 7).

La trasformata di Fourier di v := R;[u] risulta modulata per un esponenziale
complesso di frequenza pari a 7

V(f) = e 2MTU(f). (1.27)
Piu direttamente

se u(t) L U(f) allora u(t— 1) -2 e~ 2mTIU(f). (1.28)
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Modulazione Modulare un segnale w significa moltiplicarlo per un segnale espo-
nenziale del tipo 2™ o € R. Posto quindi

v(t) := ¥ y(t) siha 9(f) = U(f —a) = R [U](f).

o, direttamente,

se u(t) 2> U(f) allora e2™y(t) 25 U(f — a). (1.29)
Da questa formula si deduce facilmente che
cos(2m at)u(t) Z, % [U(f —a)+U(f+ a)} )
sin(27 at)u(t) 2> % U~ )~ U( +a)].

Derivazione Se u € L?(R) & regolare a tratti e v’ € L?(R), allora

FW)(f) = 2mif Flu] ciod %u(t)i%ifU(f) (1.30)

Se u e il segnale tu(t) appartengono a L?(R), allora .% [u] & derivabile (di classe
CL(R) se u’ & assolutamente integrabile) e

d o> . . ‘ z d
EU(f):J[f%mtu](f) cloe  —2mitu(t) — b (f)- (1.31)

Qualche osservazione conclusiva...

Frequenza e pulsazione In molti testi, soprattutto matematici, si trova la
definizione di trasformata di Fourier in termini di pulsazione w anziché di frequenza:

+oo )
i(w) = / u(t)e ™" dt. (1.32)
—00

Cio semplifica la scrittura di alcune formule poiché apparentemente scompare il
fattore 27.

D’altra parte con questa definizione I'antitrasformata non coincide piu con la tra-
sformata coniugata, ma fa comparire 27 a quoziente davanti all’integrale (il principio
di conservazione delle difficolta, anche quelle puramente notazionali...): infatti la
formula di inversione diventa

+o0
u(t) ! / (w)e™! dw. (1.33)

:% .

Anche il Teorema di Plancherel risulta leggeremte modificato:

&[u) :/R\u(t)|2dt: %/Rm(w)ﬁdw: %g[a]. (1.34)

In ogni caso e semplice passare da una all’altra definizione di trasformata, tenendo
conto che w = 27 f; si ha quindi

U(f) = a@2rf), a(w)=U(w/2r). (1.35)

Naturalmente tutte le formule relative alle proprieta elementari cambiano di conse-
guenza; per evitare di confondersi, &€ opportuno scegliere uno o ’altro tipo di defini-
zione e memorizzare le relative formule in uno solo dei due sistemi, eventualmente
convertendo solo alla fine il risultato nella forma richiesta.
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Trasformate hermitiane Si ¢ visto in (1.24) che quando il segnale u & reale la
sua trasformata U ¢ Hermitiana, cioe U(—f) = U(f); questa proprietd permette
un’interpretazione interessante del numero complesso U(f). Partendo dalla formula
di inversione, si ha

400

. 0 . +oo )
u(t) = U(f)ezmtf df = / U(f)e2mtf df +/ U(f)e%”tf df
o 0

— 00

+oo ) +o0 )
= [ Tuenerta s [ ey
0 0

:/ U(f)e2mith + U(f)e* ™ df = 2/ Re (U(f)e*™ ) df.
0 0
Se ora poniamo U(f) in forma trigonometrico/esponenziale

2U(f) = R(f)eY),  R(f) € [0,400), 0(f) €] —m,7]

si ottiene la sintesi di « in armoniche di cui & evidente 'ampiezza R(f) e la fase

0(f) .
u(t) = 2/ R(f)cos(2ntf +0(f))df.
0
Il numero complesso U(f) porta quindi con sé entrambe le informazioni.

Analogamente, sempre nel caso dei segnali reali, ¢ facile verificare che se la trasfor-
mata di Fourier di u si decompone in parte reale e parte immaginaria A(f)+iB(f)
si ha
u(t) + u(—t)
2

u(t) —u(—t) =

2L A(f), 5 25 iB(f) (1.36)

Regolarita e annullamento all’infinito iterando le formule (1.30) e (1.31) si
ottiene facilmente

&) 2o mipU 1.37

g u(t) — @mif)"U(f) (1.37)
. z dF

(—2mit)kFu(t) = WU(f) (1.38)

In particolare, da (1.37) segue che
se u ha k derivate assolutamente integrabili allora U(f) = o(1/|f|*) per
|f| — o0, cioe U(f) si annulla pit1 velocemente di 1/|f|¥ “per frequenze
grandi”.

Analogamente, da (1.38) si ottiene che

se u = O(1/|t|**1) per |t| — oo allora U(f) & derivabile fino all’ordine
k.

Dunque, si puo dire un po’ grossolanamente che

la trasformata di Fourier scambia regolarita con velocita di annullamento
all’infinito.

Il caso estremo e descritto con precisione dal Teorema di Paley-Wiener:
Teorema 1.9 (Paley-Wiener) Se un segnale u ha durata limitata la sua trasfor-

mata di Fourier U(f) é analitica intera. Anche il viceversa é vero, pur di conoscere
una stima sulla crescita del modulo di U nelle direzioni delle frequenze immaginarie.



