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1 Integrali di funzioni trigonometriche

Esercizio 1.1. Calcolare il seguente integrale al variare di n € NU {0}:

27 eint
| e
o ©+2cost

Soluzione 1.1. Poniamo z = e'’. Grazie alle formule di Eulero, si ha che cost = %(2 + %), pertanto l'integrale
richiesto vale

z" dz 1 z" d
A5+(z+1/z) iz 1L22+5z+1 =
dove v ¢ la circonferenza centrata nell’origine di raggio 1 percorsa in verso antiorario. La funzione integranda
f(2) = 2™ /(22 +5241) ¢ singolare per 22 +5z+1 = 0 ovvero nei punti z; = (—=5++v/21)/2 e 2o = (—5—/21)/2,
si tratta di poli semplici. Stabiliamo quali singolarita sono contenute all'interno di . Si ha |zo| = (5++/21)/2 >
5/2 > 1, quindi z; non ¢ interno a . D’altra parte, si ha |2 = (5—+/21)/2. Siha 5 —+/21 < 2, ovvero |z1| < 1,
perché 21 > 9, quindi 25 € interno a . E’ possibile pertanto applicare la formula dei residui:

1/7“2) dz = 27Res(f; 21).

I1 calcolo del residuo ¢ immediato:

Res(f;2) = Jim (=~ 21)/(z) =

L’integrale richiesto vale quindi:

54 2cost i on—1,/91
Esercizio 1.2. Calcolare il seguente integrale:

2m
/ e® sin(6t) dt.
0

Soluzione 1.2. Grazie alle formule di Eulero, si ha che e = cos(5t) + isin(5t), pertanto I'integrale richiesto
vale

2m int _ 21"
/ e gt - (55 V20)
0

27 27 2m
/ €51t sin(6t) dt = / cos(5t) sin(6t) dt + z/ sin(5t) sin(6t) dt.
0 0 0

Ricordando a questo punto che per m,n € N si ha:

2m 2m o
/0 cos(mz) cos(nz)dr = 5 /0 cos((m —n)x) + cos((m + n)x) de = { g 22 :Z ; Z ;
2m 2m o
/O sin(ma) sin(nz) de = % /O cos((m — n)zx) — cos((m +n)z) dz = { 0 e S v
2m 1 2m
/ sin(mx) cos(nz)dx = 3 / sin((m + n)x) — sin((m — n)x) dx = 0,
0 0
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si conclude che l'integrale richiesto e nullo.

Esercizio 1.3. Calcolare il seguente integrale:
27
/ eS(cos z+isinz) COS(I) dt.
0

Soluzione 1.3. Posto z = e'* = cosx + i sin x, grazie alle formule di Eulero, si ha che cosxz = %(z + %), pertanto
Iintegrale richiesto vale

1 1\ d 1 1 1 3z
7/63Z z4 - _—Z:—,/632(1+1/z2)dz:—./e?’zdz—l——_/e—dz,
2/, z) iz 2i J, 2i J, 2i J, 22

dove «y & la circonferenza centrata nell’origine di raggio 1 percorsa in verso antiorario. Poiché e3? ¢ olomorfa su
tutto C, si ha che il suo integrale calcolato lungo ~ ¢ nullo. La funzione 3% /22 presenta in zy un polo doppio.
Si ha pertanto

; 1 d e3?
Res(e**/2%,0) = — li <z2 . ) =3,

= 1m — —
1! z—0 dz 22

e l'integrale richiesto vale

L, ] 2miRes(e%%/2%;0) = 3
QE— Z—i. S . - .
% 722 % YIN2 S(e Z73 Y8

27 .
t
/ sm. gt
o 2-+sint

27 : 2m - 27
t sint + 2 — 2 dt
/ S dt:/ smife—s dt=2ﬂ'—2/ =
o 2+sint 0 2 +sint 0o 2+sint

Posto z = €', grazie alle formule di Eulero si ha sint = %(z —1/z), pertanto

2 .
1 2 1 1
o 2+sint v 24 5 0z yditz—1/z iz 5 diz+22—1 5 27+ 4diz—1

dove 7 & la circonferenza centrata nell’origine di raggio 1 percorsa in verso antiorario. La funzione f(z) =
1/(2% + 4iz — 1) @& singolare nei punti z; = i(—2 4+ v/3) e 2o = i(—2 — v/3), che sono poli semplici. Si ha
|z2| > 2 > 1, quindi z2 non & contenuto all’interno di . Invece |z;| = 2 — V3 < 1 perché 3 > 1, quindi z @
all’interno della regione di piano complesso delimitata da ~. Il residuo di f in z; € quindi:

Esercizio 1.4. Calcolare il seguente integrale:

Soluzione 1.4. Si ha:

1 1
Res(fi2) = Jimy (= /() = S, =

Si ha allora: s
1 . 4v3
4L mdz =4-2miRes(f;21) = 3

pertanto I'integrale richiesto vale 27(1 — 2v/3/3).

2 Integrali di funzioni razionali fratte

Esercizio 2.1. Calcolare il seguente integrale:

/3:52—6x+1
47dx.
R X +1



Soluzione 2.1. Consideriamo la funzione:

322 —6z2+1
2)="T_""-) zeC.
)= 0%
Essa presenta singolarita nei punti corrispondenti a z* = —1, ovvero nei punti z;, = e!("/4+t57/2) per k = 0,1, 2, 3.

Si tratta di poli semplici, essendo le quattro radici di z* + 1 = 0. Si ha che:

20 = Q(l +i), 21 = Q(—l —‘ri)7 2o = Q(—l — i), Q(l - Z)

2 2 2 2
Consideriamo il circuito yg nel piano complesso costituito dalla semicirconferenza centrata nell’origine e giacente
nel semipiano Im(z) > 0, di raggio R > 1/2/2, percorsa in senso antiorario a partire dal punto v = R fino al
punto w = —R e dal segmento congiungente w a w. Si osservi che su tale circuito non cadono singolarita di
f(2) e inoltre solo zy e z; cadono all’interno di esso. Inoltre, si ha che |f(z)| = O(|z|~2) perché il grado del
denominatore ¢ di due unita superiore a quello del numeratore, pertanto al tendere di R — +oo si ha che
I'integrale sul pezzo curvo di vr tende a 0 e l'altro tende all’integrale richiesto.
Pertanto e possibile calcolare I'integrale tramite la formula dei residui:

/Rf(x) dx = 2mi(Res(f; z0) + Res(f; 21)).

Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo seguente (si ricordi che 2} +1 = 0
peri=0,...,3):

Res(fiz) = lim (z—2)f(z) = lim (32> — 62 + 1) ;:ji = (327 — 6z +1) lim o 12):?24 -y
3z —06z+1
N 421‘3
dove si ¢ tenuto conto del fatto che 322 — 6z; + 1 # 0. Nel caso i = 0,1, osservando che 22 = i, 27 = —i,

20+ 21 =iV2, 20 — 21 = V2 e 2921 = —1 si ha:

/f(x)dx 2m(3z§—6z0+1 3z%—6z1+1):2m(3i—6z0+1 —3i—6z1+1>
R

423 423 4izg —4iz
. 31— 629+ 1 + —3i— 62 +1Y\ ™ —3i21 4+ 62021 — 21 — 3129 — 62120 + 20
o 2 Z0 —2Z1 o 2 —Z0%1
= g(—?ﬂ,zl — 21 — 3’62’0 + Zo) = g(—?)Z(ZO + Zl) + zZ0 — Zl) == 2(3\/5"' \/5) == 2\/§7T

Esercizio 2.2. Calcolare il seguente integrale:

z+5
dz.
/R(a:2+10x+26)(x+5—6i)2 v

Soluzione 2.2. Consideriamo la funzione:

z+5
z) = , z € C.
1) (224102 4+ 26)(z + 5 — 67)2
Essa presenta singolarita nei punti corrispondenti a (22 +10z+26)(z+5—6i)? = 0, ovvero nei punti z; = —5+1,
29 = =5 —1, 23 = =5+ 6i. Si ha che 21 e z3 sono poli semplici, mentre z3 € un polo di ordine 2. Consideriamo il

circuito g nel piano complesso costituito dalla semicirconferenza centrata nell’origine e giacente nel semipiano
Im(z) <0, di raggio R > |z1| = V/29, percorsa in senso orario a partire dal punto v = R fino al punto w = —R
e dal segmento congiungente w a w. Si osservi che su tale circuito non cadono singolarita di f(z) e inoltre solo
2z cade all’interno di esso. Inoltre, si ha che |f(z)| = O(]z|~3) perché il grado del denominatore & di tre unita
superiore a quello del numeratore, pertanto al tendere di R — 400 si ha che l'integrale sul pezzo curvo di v



tende a 0 e 'altro tende all’integrale richiesto.
Pertanto e possibile calcolare I'integrale tramite la formula dei residui:

/Rf(o:) dx = —2miRes(f; z2).

Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo seguente:

. zZ9 + 5 721
Res(f; =1 - = ~— = - ~— = —1/98.
(f;22) ZLHPEQ(Z 2)f(2) (22— 21)(22 + 5 —60)2  —2i(—Ti)? /
L’integrale richiesto vale pertanto: ‘
im
fl@)de = —.
/R 49
Esercizio 2.3. Calcolare il seguente integrale:
/ z+3
- dx
r (x4 30) (22 + 62 + 18)
Soluzione 2.3. Consideriamo la funzione:
z+3
z) = - , z e C.
1) (z +3i)(22 4 62 + 18)
Essa presenta singolaritd nei punti corrispondenti a (z + 3i)(22 + 6z + 18) = 0, ovvero z; = —3i, 20 = —3 + 3i,
z3 = —3 — 3i. Si tratta di poli semplici. Consideriamo il circuito vr nel piano complesso costituito dalla
semicirconferenza centrata nell’origine e giacente nel semipiano Im(z) > 0, di raggio R > |22| = V18, percorsa
in senso antiorario a partire dal punto v = R fino al punto w = —R e dal segmento congiungente w a w. Si
osservi che su tale circuito non cadono singolarita di f(z) e inoltre solo z5 cade all’interno di esso. Inoltre, si
ha che |f(z)| = O(|z|72) perché il grado del denominatore ¢ di due unita superiore a quello del numeratore,

pertanto al tendere di R — +o0 si ha che l'integrale sul pezzo curvo di yi tende a 0 e 'altro tende all’integrale
richiesto.
Calcoliamo i residui di f in 2z9. Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo
seguente:

, n+3 3 1 1+2i
: = 1 — = = = = — .
Res(fize) = lim (2 =2)f(:) = o = ~ 3 asiesz 3 6@i—1) 30

L’integrale richiesto vale:

x4+ 3 ™

/]R (z + 3i)(22 + 6z + 18) dr = 2miRes(f; 22) = 72(2 - 1)

Esercizio 2.4. Calcolare il seguente integrale:

6
/]R G+ 0@ 1)

Soluzione 2.4. Consideriamo la funzione:

6
z) = , z e C.
1) (z+20)(224+9) (2 — 44)
Essa presenta singolaritd nei punti corrispondenti a (z + 2i)(2% + 9)(z — 4i) = 0, ovvero 21 = —2i, z5 = 3i,
z3 = —3;, z4 = 44. Si tratta di poli semplici. Consideriamo il circuito v nel piano complesso costituito dalla
semicirconferenza centrata nell’origine e giacente nel semipiano Im(z) > 0, di raggio R > max |2o|, |z4| = V4,
percorsa in senso antiorario a partire dal punto v = R fino al punto w = —R e dal segmento congiungente w a

w. Si osservi che su tale circuito non cadono singolarita di f(z) e inoltre solo z3 e z4 cadono all’interno di esso.
Inoltre, si ha che |f(z)| = O(|z|~*) perché il grado del denominatore & di quattro unita superiore a quello del



numeratore, pertanto al tendere di R — +oo si ha che I'integrale sul pezzo curvo di yi tende a 0 e I'altro tende
all’integrale richiesto.

Pertanto & possibile applicare la formula dei residui.

Calcoliamo i residui di f in z9 e z4. Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel
modo seguente:

. 6 6 6 1
Restfiza) = i om0 = G e )G — 2~ Gt 20Gi+30Gi—4) 561 (=) 50
. 6 6 6 1
Res(fiza) = Jm(z=2)/(:) = N0~ G 2g(-1649) 6 (-0 W0
L’integrale richiesto vale
/]R o 22‘)(1’2(«5# 9@ = 47 dx = 2mi(Res(f; z2) + Res(f; z4)) = 47/35.

Esercizio 2.5. Calcolare il seguente integrale:

3z
RT +

Soluzione 2.5. Consideriamo la funzione f(z) = 322 > € C. Essa presenta singolarita nei punti corrispondenti

ZG+1 I
i /6+ikT /3

azl +1=0, ovvero z; = ¢ , 1 =0,...,5. Si tratta di poli semplici (inoltre le radici sono due a due

complesse coniugate). Si ha:

R I AR VE R V3 i VB

ATy tpRThAaS T AT T T BT h S Ty
Consideriamo il circuito yg nel piano complesso costituito dalla semicirconferenza centrata nell’origine e giacente
nel semipiano Im(z) > 0, di raggio R > max |2s],|24| = V4, percorsa in senso antiorario a partire dal punto
v = R fino al punto w = —R e dal segmento congiungente w a w. Si osservi che su tale circuito non cadono
singolarita di f(z) e inoltre solo 21, 22 e z3 cadono all'interno di esso. Inoltre, si ha che |f(z)| = O(|z|~*) perché
il grado del denominatore ¢ di quattro unita superiore a quello del numeratore, pertanto al tendere di R — 400
si ha che 'integrale sul pezzo curvo di vg tende a 0 e I'altro tende all’integrale richiesto.
Pertanto & possibile applicare la formula dei residui.
Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo seguente (si ricordi che 2% +1 =0
peri =0,...,3):

L . Nt PN z— 2z 322 11
Res(f520) = lim (= = 2) () = lim (3) 55 = (320) iy (o Gy = 55 = 5 3
dove si & tenuto conto del fatto che 322 # 0 per i = 0,...,5. Osservando che 23 =i, 23 = —i, 23 = i, si ha che

I'integrale richiesto vale:

3 : /1011
/Rimﬁ 1 dx = 2mi(Res(f;20) + Res(f; z1) + Res(f; 22)) = 2mi (22 5 + 22> = .

3 Applicazioni del Lemma di Jordan

Esercizio 3.1. Calcolare il seguente integrale:

sin(4x)
/R @2 =22+ 10)(z —51) &

Soluzione 3.1. Consideriamo le funzioni:
4iz —4iz

= Y7 f(2), g (2) = (22— 22+ 10)(z — 59)

e

(22 — 22+ 10)(z — 59)

97 (2) = =e 2 f(2), zeC.



Esse presentano singolarita nei punti corrispondenti a (22 — 22z +10)(z —5i) = 0, ovvero z; = 1+ 3i, 20 = 1 — 3i,
23 = bi. Si tratta di poli semplici. Si ha che il coefficiente a per cui g*(2) = €' f(2) & positivo, e nel semipiano
Im(z) > 0 cadono solo le singolarita z1 e z3. Si ha che il coefficiente « per cui g~ (2) = €*** f(2) & negativo, e nel
semipiano Im(z) < 0 cade solo la singolarita zo. Poiché il grado del denominatore di f & di due unita superiore
al grado del numeratore di f, &€ possibile applicare il lemma di Jordan, ottenendo che I'integrale richiesto e:

/ sin(4x) de - / eliz _ gmdiz de
r (22 — 22 + 10)(z — 5i)  Jr 2i(22 — 22 + 10)(z — 5i)

1 e4zm 1 e—4ix

= */ — dx — */ —dx
2i Jp (22 — 22 + 10)(x — 57) 2i Jr (22 — 2z + 10)(x — 51)

= 7(Res(g";21) + Res(g";23) + Res(97; 22))

Calcoliamo i residui di g™ e g~ Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo
seguente:

N ) n e4izl e4’i21 1 €4i712 6712 4 )
Res(ghiz) = lm(z=2)9" () = o S S =G 6247 30 ¢ 20
4izs —20 —20 —20
+. = 1. — + = € = € = — € = —e — 2
ReS(g 723) ZLHZlg(Z 23)9 (Z) (23 — 2’1)(23 — Zg) Z§ — 223+ 10 5(3 + 21) 65 (3 Z).
€—4iZQ e—4’i22 1 e—4i—12 6_12 )
Res(g™: = i — - = = = — = = — _418_.~
es(97522) dm (2= 22)9" () = 5 =) T Seii—s) 6 844 390¢ 879
Pertanto l'integrale vale:
sin(4x) e 2, 4 ) _s ) 4 .
do = (26 — 13i) — e~5(18 — 12i) — e~41(8 — 7)) .
/R (22— 22+ 10)(x —5i) 390 (™ B =e( i) =8 =)

Esercizio 3.2. Calcolare il seguente integrale:

63132
—dx.
/R 219z —61) "
Soluzione 3.2. Consideriamo la funzione:

. e3iz
9(2)2631 f(z):m7 zeC.

Si ha che il coefficiente « per cui g(z) = €% f(z) & positivo. La funzione f(z) & singolare nei punti corrispondenti
a (2249)(z—61) = 0 ovvero z; = 3i, 20 = —3i, 23 = 6i. Di queste singolaritd, solo z; e z3 cadono nel semipiano
Im(z) > 0. Poiché il grado del denominatore di f ¢ di due unita superiore al grado del numeratore di f, ¢
possibile applicare il lemma di Jordan, ottenendo che l'integrale richiesto e:

63”: ‘ . .
/R @2+ 9)(z — 6i) dr = 2mi(Res(g; 21) + Res(g; 22))

Calcoliamo i residui di g in 27 e in z3. Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel
modo seguente:

. e3iz e~ 9
Res(g;21) = Zhlgll(z —21)g9(2) = (21 — 22)(21 — 23) T
Bizo 3173 e 18
Res(g; = i - = - T ‘
es(g; 22) szIzls(Z 23)9(2) (23— 21)(23 —22) 2349 27

Pertanto l'integrale richiesto vale:

2mie? 1 i
9 2 3 )



Esercizio 3.3. Calcolare il seguente integrale:

/ sin 4x d
—d=.
r 22+ 62 + 14

Soluzione 3.3. Ricordando le formule di Eulero si ha che sin4z = (e?® — e=41) /(2i). Consideriamo quindi le
funzioni:

e4iz 6741'2

9t (2) = 26,114 et f(2), g ()= 216,114 ¢ Y2 f(2), zeC.
Esse presentano singolarita nei punti corrispondenti a 22 +6z+14 = 0, ovvero z; = —3+1iv/5, 20 = —3—iv/5. Si
tratta di poli semplici. Si ha che il coefficiente a per cui g*(2) = €'** f(z) & positivo, e nel semipiano Im(z) > 0
cadono solo la singolarita z;. Si ha che il coefficiente o per cui g~ (z) = €'®*f(z) & negativo, e nel semipiano
Im(z) < 0 cade solo la singolarita z. Poiché il grado del denominatore di f & di due unita superiore al grado
del numeratore di f, & possibile applicare il lemma di Jordan, ottenendo che I'integrale richiesto é:

sin 4x 1 edit _ gmdiz
———dr = — ) dx
r (22 + 6z + 14) 2i Jp (22 + 6z + 14)

1 64132 1 €—4i3:
[ af e,
2i Jr (2% 4 62 + 14) 2i Jr (2% 4 62 + 14)

= m(Res(g":21) + Res(g;22))

Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo seguente:

n n 641'21 642'21
Res(g™; 2 = lim(z—2z z) = = .
(g 1) z—>zl( l)g ( ) (Zl — 22) 22\/5
e—4i22 e—4’L22
Res(g7522) = lim (z— 22)9 (2) = =—

z— 29 (22 — Zl) 22'\/5 '

Pertanto I'integrale richiesto vale:

El 6—121—4\/5 _ 6121'—4\/5 B \/5#6_4‘/5 e—i12 _ gil2 B \/57re_4‘/gsin 192
NG 2i B 5 2i B 5

Esercizio 3.4. Calcolare il seguente integrale:

/ cos 2 d
—_——dx.
r T2 — 62 + 25

Soluzione 3.4. Ricordando le formule di Eulero si ha che cos2x = (e?* 4 ¢72®)/2. Consideriamo quindi le
funzioni:

esz e—21z

gt (2) = P 615 e f(2), g (2) = 2 6.5 e 2 f(2), zeC.
Esse presentano singolarita nei punti corrispondenti a 22 — 6z + 25 = 0, ovvero z; = 3 + 44, 2o = 3 — 4i. Si ha
che il coefficiente o per cui g7 (2) = €% f(z) & positivo, e nel semipiano Im(z) > 0 cade solo la singolarita z;. Si
ha che il coefficiente o per cui g~ (2) = €'®* f(2) & negativo, e nel semipiano Im(z) < 0 cade solo la singolarita
z2. Poiché il grado del denominatore di f € di due unita superiore al grado del numeratore di f, & possibile
applicare il lemma di Jordan, ottenendo che 'integrale richiesto e:

/ cos 2z d 1 / e2iT | g 2iw d 1 / e2iw do + 1 / e~ 2iw d
——dr = - | 5————do=z | 5———dx+ - | 5——dx
r (22 — 62 + 25) 2 Jp %2 — 62 + 25 2 Jp ¥%2 — 62 + 25 2 Jgp 2?2 —6x+25

im(Res(g";21) — Res(97;22))



Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo seguente:

+ . + e?i=1 et
Res(™sm) = Jlim (== 2)0"() = oy = 5
6721'22 6721'22
Res(g7:2) = lim (2 —2)g (2) = T
sloTin) = lmGo2 @)= gy =

L’integrale richiesto vale pertanto:
m 818 4 =618 - e 8 cos6
4 2 T4
Esercizio 3.5. Calcolare il seguente integrale:

/ cos 3 e
r (22 =22+ 2)(22+9)

Soluzione 3.5. Ricordando le formule di Eulero si ha che cos3z = (€3 4 ¢73%)/2. Consideriamo quindi le
funzioni:

3iz 673iz
97 (2) =

=¥ f(2), 9 (2) = (22 =224 2)(22 +9)

(22 —22+42)(22+9)

Esse presentano singolarita nei punti corrispondenti a (22 —2z+2)(22+49), ovvero z; = 1+14, 2o = 1 —1i, 23 = 3i,
z4 = —3i. Si ha che il coefficiente o per cui g7 (2) = €'®* f(z) @ positivo, e nel semipiano Im(z) > 0 cadono solo
le singolarita 21 e z3. Si ha che il coefficiente a per cui g~ (2) = €!®* f(2) & negativo, e nel semipiano Im(z) < 0
cadono solo la singolarita zo e z4. Poiché il grado del denominatore di f € di quattro unita superiore al grado
del numeratore di f, & possibile applicare il lemma di Jordan, ottenendo che 'integrale richiesto e:

=e 3% f(2), zeC.

/ cos 3x de — 1 / el 43I o
r (22 — 22 +2)(22 +9) T2 Jp (22 — 22+ 2) (22 +9)

B 1/ eBzx d N 1/ 6731'@ d
T 2 @20 +2)@2+9) " 2y (@t —22+2)@2+9)
= mi(Res(g";21) + Res(g";23) — Res(g7; 22) — Res(g™;24))

Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo seguente:

4 i e?)izl eBizl
R ; = i — = = .
es(g7; 1) ZLIIle(Z )97 (2) (21 — 22)(21 — 23)(21 — 24)  2i(2%+9)
. . 63i23 e3i23
R ; = 1 — = = .
es(g 7Z3) anzl3<Z Zg)g (Z) (2,’3 - Zl)(2’3 - 22)(2’3 - 24) (Z§ - 223 + 2)61
6731‘22 6732'22
Res(g7;22) = lim (2 —2)g (2) = = - :
es(g™5 22) ZLHQQ(Z 22)9°(2) (22 — 21)(22 — 23) (22 — 24) 2i(22 4 9)
e—3i24 e—3i24
Res(g~; = lim(z—2)g (2) = = .
es(g 724) anzl4<Z Z4)g (Z) (2’4 - Zl)(Z4 - 22)(24 - 2’3) (ZZ - 22’4 + 2)62

Pertanto I’integrale richiesto vale:
T (3€3iz1 63123 36—3izQ e—3iz4 )

6 z%+9+z§7223+2+ z§+9 +z§—224+2
Per semplificare quest’espressione, osserviamo che 22 = 2i, 253 = —2i, 23 = 27 = —9 quindi:
e3i#1 n e 3%z e373(9 — 2i) + e73173(9 + 24) _3€%(9 — 24) + e731(9 + 2i)
= = e
2249 2249 (9+ 2i)(9 — 20) 85
s 9631' . 22'631' + 96731' + 22‘6731' 4 18 63i+2673i — 4 e3i—2573'i
= =e
85 85
2 -3
= 25 (9cos3 +2sin3)
e3i%3 . e~ 3% B e3izs n e~ 3124 B e (=T +6i) +e (=7 —6i) B 14e~2
22—223+2 27-2x4+2  —T—6i —T+6i (=7 + 6i)(—7 — 61) 85



Allora l'integrale richiesto vale:

2e? 14e~? -3
z (3 c (9cos3+28in3)—e) = (27cos3 + 6sin3 — 7e~%).

6 85 85 255

4 Sviluppi, residui ecc...

Esercizio 4.1. Si consideri la funzione di variabile complessa:

f(z) =

cos z _
3 e /%,
23+ 8

Determinare le singolarita della f, classificarle e calcolare il relativo residuo (¢ molto utile osservare che la f ¢ la
somma di due funzioni). Scrivere quindi lo sviluppo di Laurent della f relativo a z = 0, precisandone l'insieme
di convergenza.

Soluzione 4.1. La funzione f & olomorfa in tutti i punti eccettuati quelli per cui 22 + 8 = 0, ovvero z, =
2eim/3+2k7/3 I = (0,1,2, e il punto z3 = 0. Si osservi che per k =0,1,2 si ha 2, = —8/2% 1 punti z, k=1,2,3

sono poli semplici. Ricordando che e=/# & olomorfa in un intorno di z; e cos z;, # 0:
Res(f;zr) = lim (2 —z;)f(2) = lim cos Z(z—i,%) + (2 — zp)e * = cos z;, lim (2 — 2)
z—zk zZ— 2z 2348 2=z (28 + 8) + (23 +8)

cosz  8coszp  2zZ(efr 4 eTi3k)

322 3z 3

Per quanto riguarda z3 si ha che si tratta di una singolarita essenziale, infatti cos z/(z% + 8) & olomorfa in un
intorno di 0 e in C\ {0} vale:

ez =14 i (—=1/2) — 14 i (*1)]6271@’

k! k!
k=1 k=1
pertanto Res(f; z3) = —1. Ricordando che:
> ZQn
cosz = Z(_l) —
n=0
1 I S B O B P € ) L
248 §1+§—gn§ 98~ —;23(n+1)z . se |z| <2,

Lo sviluppo di Laurent di f relativo a z = 0, che converge se 0 < |z| < 2, & il seguente:

> 22n > (=)™
1y, 1

_ J -k
= Z > (D" sty +1+Z P

k=0n+j=k

. k 1 37+21 — )k k
- Z(_l) Z 23G+1) © Tl +Z

k=0 n-+j=k k=1

Esercizio 4.2. Determinare e classificare le singolarita di

f(z) = exigf)

Calcolare il residuo del polo e scrivere lo sviluppo di Laurent relativo a z = 1 precisando I'insieme di convergenza.



Soluzione 4.2. La funzione presenta singolarita in z; = 1 e 29 = —1. Si ha che 25 & un polo semplice, in quanto
la funzione f(2)(z — 2z2) ¢ olomorfa in un intorno di ze. Pertanto il calcolo del residuo porge:

zZ—29 z — 1

Nel punto z; = 1 la funzione presenta una singolaritd essenziale: si ha infatti, posto w = (z — 1)},
e n
w
eXpw = 1 + Z F,
n=1

da cui
1 — (z—1)m™
(=" = <<z DY (n,)> ,

che al limite per z — 1 diverge per ogni m € N. La funzione ¢ olomorfa in B(1,2) \ {1}, ovvero nell'insieme
{z € C: 0<|z—1| <2} e pertanto in tale insieme la serie di Laurent relativa a z = 1 converge.

T DR Bt H) DL D= HEREIL gt
z = _— = = —_— = z — . —_
_ 1 z—1 Al k+1 1
(z 1)+2j:0 4! 21+ %5 = 2 = !
(oo} ; oo
(=1)* g w’ (=D* k—j
= 2 > -1 i > EETTICRV
n=0k+j=n n=0k+j=n

Esercizio 4.3. Calcolare il seguente integrale, dove C3(0) indica la circonferenza centrata in z = 0 di raggio

R = 2 e orientata positivamente
2z
e*—1
C2(0) 3z2(z+1)

Soluzione 4.3. La funzione integranda, che indicheremo con f(z) presenta singolaritd in zg =0 e 23 = —1. Si

noti tuttavia che
e -1 2

2 p—
z+1)2 22 3

i £6) = i

pertanto 0 & una singolarita eliminabile, e il prolungamento di f in 0 definito da f(0) = 2/3, rende la funzione
olomorfa in C\ {—1}. L’unica singolarita & pertanto il polo doppio z; = —1, che ¢ interno al cerchio centrato
in 0 di raggio 2. Calcoliamo il residuo di f in 21, trattandosi di un polo doppio si ha:

1d _od (e -1
Res(f;z1) = J{llﬁa(f(z)(z‘i‘l)%:zlinjl@ ( 32 )
(2673 3( 1)\ | —Ge?-3e P43 1-3
= lim = = .
z——1 922 9 3

L’integrale richiesto vale allora:

2] 1—3e?
/ 672 dz = 2miRes(f; —1) = omi— .
cs(0) 32(2 +1) 3

Esercizio 4.4. Determinare e classificare le singolarita della funzione di variabile complessa

() = 22 4 23 —sinz
T 195 T (2 + 12508

Indicato con T il rettangolo di vertici 5, 5 4+ 5i, —5 + 5¢, —5 percorso in senso antiorario, calcolare

/F (2) d=.

10



Soluzione 4.4. La funzione & singolare nei punti z® = 1254, ovvero zj, = 5e/™/6+2k7/3 ] — (01,2 e z3 = 125i. 1
punti zy = 5e*7/%, z; = 5¢"™/6 ¢ 2, = —5i sono poli semplici per la funzione, mentre z3 & un polo di ordine 3.
All’interno del rettangolo I' cadono solo zg e z1. Calcoliamo il residuo di f in questi punti:

2%(z — 20) 23 —sinz 2 1

5 == 1. - - 1. — —_— e — = —
Res(f3 20) Jim f(2)(z = 20) = lim a5 = 1250 (2= 20) 3 12m0)8 3:2 3
. ) 22(z — 1) 23 —sinz 2 1

Res(fizn) = Jim f(2)(z = 21) = lim (2 —1251) — (2 —1250) | (2 =21) (z +125i)3 322 3

L’integrale richiesto vale:
i

/ f(z)dz = 2mi(Res(f;20) + Res(f;z1)) = 3
r

11



Metodi Matematici per I'Ingegneria
(Prof. Ugo Gianazza)

Esercizi di Metodi
Dott. Antonio Marigonda 2
Pavia, 11 Dicembre 2007

5 Serie di Fourier

Esercizio 5.1. Si consideri la funzione f : R — R, 2m-periodica definita da

1. Scrivere lo sviluppo di Fourier in forma esponenziale.

2. Studiare la convergenza della serie alla f.

+oo
3. Determinare la somma della serie numerica Z (=1)"cp.
n=—oo
Soluzione 5.1. 1. Lo sviluppo in serie di Fourier di f in forma esponenziale ¢ dato da f =

—+o0

E cne™ dove

n=—oo

si ha per n € Z \ {0}:

27 ™ 2m ™ 27
w = oo [ awa= g ([Crwas [Tra) = L ([T [T2a) =

1 2m

—(4m+27) = 3.
T

) 1 T ) 2m ) 1 s ) 2 )
Cn = — ft)e ™ dt = — (/ ft)e ™ dt + f(t)e dt) = — (/ 4= dt+/ 2e~mt dt)
271— 0 27T 0 T 27T 0 P

. (4 [emt]: +2 [emt]iﬁ> = fi(2(e*“”r — 1)+ (e 2 — e M) = !

2T —mn —in mn

giacché €™ = ¢~ = (—1)". Pertanto:

+oo
L—(=D"
— 3 zn,.
f * n:z_:oo N c

n#0

2. La serie
+oo
1— (=" |
S(t) =3 -~ 7 eint,
(t) +n;m p—

n#0

converge alla funzione nel senso dell’energia perché:

T 0 ™
/ |f(t)|2dt:/ |f(t)|2dt+/O |£(t)]? dt = 167 + 47 = 207 < +o0.

—T —T

Per quanto riguarda la convergenza puntuale:

2 Antonio Marigonda, Dipartimento di Matematica F. Casorati, Universita di Pavia, Ufficio E22,
email: antonio.marigonda@unipv.it
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(a) per ogni t # km, k € Z, si ha che f & continua e derivabile in ¢, e quindi la serie di Fourier calcolata
per t # km, k € Z converge a f(t);

(b) per t = km, k € Z, si ha che f presenta una discontinuita di prima specie t, e f/'(kx™), f/(kn~
esistono entrambe finite. Siamo nel III caso del Teorema di convergenza puntuale, quindi:

flkn™) — f(kn™)
2

=3.

S(km) =

3. La serie numerica richiesta si ottiene valutando S(t) per ¢ = 7, e si ha S(w) = 3.
Esercizio 5.2. Si consideri la funzione f : R — R, 2m-periodica e pari definita da f(t) = g —t per t € [0,7].

1. Scrivere lo sviluppo in serie di Fourier di f;
2. Studiarne la convergenza;

3. Valutare la somma della serie in ¢ = 0.

Soluzione 5.2. 1. La funzione & pari, quindi f(t) = % + Z ay, cosnt. Si ha per n € N, n # 0:

n=1

a@ = & Wf(t)dti/()ﬂf(t)dto

™

1 (7 2 [T/m 2 ™ sinnt]” T sinnt
an = _ﬁf(t)cosntdt—;/O (2—t)cosntdt—7r({(2—t> - ]0—/0 - dt)
2 { COSTLt:| To2(1— (-1

- 2

nm n ™ n

0

Pertanto:

2 (1-(=n")
==y t.
f 2 2 cosn
Osservando che a, =0 se n =2k ¢ pari e a, = 4/(7m2) se n = 2k + 1 e dispari, si ha:

oo

f= % S (2K + 1)? cos (2K + 1)),

k=0

2. Si ha che la serie converge alla funzione nel senso dell’energia, perché la funzione & periodica e limitata.
Per quanto riguarda la convergenza puntuale, posto:

S(t) = % i (1_7&7;1)% cosnt,

si ha che:

(a) per ogni t # km, k € Z, si ha che f & continua e derivabile, quindi vi & convergenza puntuale
S(t) = f(t).
(b) per ogni t = km, k € Z, si ha che f & continua e presenta un punto angoloso, quindi anche in questo

caso S(t) = f(¢).

oo

4 1
3. In particolare, S(0) = f(0) = /2, concludiamo percid che g = ];) W, da cui si pud dedurre
= 1 w2
h —_— = —.
e kZ:O 2k+1)2 8

13



Esercizio 5.3. Si consideri la funzione u : R — R, 27-periodica che nell’intervallo (0, 27] vale

te (0,7/2)
ten/2,m)

€ [m,37/2)
0 € [37/2,2x].

u(t) :==

O w o

Dopo averne accuratamente disegnato il grafico, calcolare lo sviluppo di Fourier in forma trigonometrica.
Studiare quindi la convergenza della serie alla funzione. Infine calcolare la somma della serie numerica Y - | ay.

Soluzione 5.3. La funzione ¢ limitata e periodica, pertanto sviluppabile in serie di Fourier. Si ha per n € N\ {0}:

27 w/2 37/2 5
| uwae= [ 2aes [ sar) =2
0 0 g 2
27 1 /2 37 /2
/ ) cos(nt) dt = / 2 cos(nt) dt+/ 3cos(nt) dt
0 T \Jo m

. 37m/2
(2 Sm “ i3 rm(nt)] ) - i@sin(mr/z)+3sin(3mr/2)>

apg =

3=

(07% =

3=

3=

n s

51

_ sin(nm/2)

= (2 sin(nn/2) 4+ 3sin(—nn/2 4+ 2nm)) = %(2 sin(nm/2) 4+ 3sin(—nn/2)) = e

2m 1 w/2 37/2
/ u(t) sin(nt) dt = — (/ 2sin(nt) dt + / 3sin(nt) dt)
0 ™ \Jo Tr

(e )

= % (2 = 2cos(nm/2) + 3cos(nm) — 3cos(3nm/2)) = 24317 - 2cos(n7r7i72r) = Scos(Znm — nm/2)
2+ 3(—1)" — 5cos(nm/2)

nm

3=

Quindi si ha:

i sin mr/2) cos(nt) + 2+ 3(—1)" — 5cos(nm/2) sin(nt).

nm

»-lk\cn

Poiché w e limitata e periodica si ha che la sua serie di Fourier converge a f in energia. Per quanto riguarda
la convergenza puntuale, poiché u & continua e derivabile con derivata continua in ogni punto ad eccezione di
t = krw/2, k € Z, si ha che la sua serie di Fourier converge puntualmente a u(t) per ¢ # kn/2, e nei punti
t = km /2 converge alla media dei limiti destro e sinistro di u, ovvero converge a 1 per t = dkm e t = w/2(4dk+1),
e converge a 3/2 per t = (2k+ 1)m e t = w/2(4k + 3). La somma della serie richiesta si ottiene valutando la
serie di Fourier per t = 0, si ha allora

o0

Z sin ’I’Lﬂ'/ 2

Esercizio 5.4. Si consideri la funzione f : R — R, 27-periodica, pari, definita da

6
—t+3, t€0,m/2]
71'

»Jk\Cﬂ

f(t) = i
?(T&'—t), te (m/2,7).

Tracciare il grafico della f, scrivere lo sviluppo in serie di Fourier della funzione, verificare che converge alla
funzione nel senso dell’energia. Applicare infine I'uguaglianza di Parseval per calcolare la somma della serie

numerica Y oo, a2.

14



Soluzione 5.4. Poiché f e pari, si avra:

= % + ngl an cos(nt),

dove:

p /2 ™
w = 2 [ wa=2 f(t)dti</0 Ftydt + /2f<t>dt>

2 7r/2 ™ 12
_ 77(0 t+3> dt+/ﬂ/2(ﬂ(7rt)> dt)

2( 6 2 [12< t2)]” )
= = ——+3t + = (rt—- =

U T us 2 _—
2 371' 12 72 12 (72 w2\\ 15
T D)D)

/2 ™
ap = %/ f(t)cos(kt) d /f cos(kt) d i( f(t) cos(kt) dt + 7T/2]"’(15)(:os(l<:t)dt>

2 ”/2 T 12
= W(A t+3> cos(k:t)dt+//2 (W(w—t)> cos(kt)dt)
2 sin kt) ™2 /2 6 sin(kt) 12 sin(kt)]™ ™12 sin(kt)
- w<[ Y A () B e By

2 (6 7r 6 coskt]™? 6 | i 12 [ cos(kt)]”™
= w(ksm 2 ‘;m{ k ] —kSIH(k2)+m[‘ K L/Q)
_i(immmq);umhmmmo

2

= 5 (3cos(km/2) — 1 —2(— 1))

Allora si ha: -
1 12 3 2) —1—2(=1)k
sy = 104 12 5 3eos(km/2) S
4 2 k2

n=1

Posto:

N

15 12 3cos(km/2) — 1 —2(-1)F

SN(t) = Z + ﬁ E ( / )k2 ( ) COS(k‘t),
n=1

dato che f e limitata e periodica, si ha che

/ﬂU@Pﬁ<+m,

15



Nel nostro caso si ha:

/_T;If(t)Ith 2/Oﬂ|f(t)|2dt=2 (/Oﬂ/2|f(t)th—i—/ﬂ:2|f(t)|2dt>
= 2 /077/2 (it+3>2 dt+/7:;2 (f(w—t))zdt>
4

e ]
21w

pertanto la serie converge a f nel senso dell’energia, ovvero:

s

lim |f(t) — Sy ()|*dt = 0.

N—oo -

Per I'uguaglianza di Parseval si ha:

Nel nostro caso si ha:
225 o= o
33 = ? + 7;1 Ay
Pertanto la somma della serie numerica vale 39/8.

Esercizio 5.5. Si consideri la funzione f : R — R, 27-periodica, definita da

1

) = 3+ 2cost’

1. Scrivere lo sviluppo di Fourier di f in forma esponenziale.
2. Verificare il Teorema di convergenza puntuale in ¢t = 0.
Soluzione 5.5. 1. La serie in forma esponenziale é:
+oo
S(t) = Z cpe™,
n=—oo
dove al variare di k € Z si ha:
1 1 ™ efikt

= e *at = — | ———dt
Ck 27 f(t)e 27 J_. 3+ 2cost

—T

Poiché l'integrale del coniugato e il coniugato dell’integrale, si ha che ¢, = ¢_,, per ogni n € N. Pertanto,
dato n > 0, si ha:

1 /7r ekt it 1 / 2" dz
Cep = — ——dt = — -_—
2w J_. 3+ 2cost 27 Jizj=1 3+ 2+ 1/z iz

1 2"

— —dz
270 J)p=1 2%+ 32+ 1
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La funzione integranda ¢ singolare nei punti dove 22 + 3z +1 = 0, ovvero z; = (=3 + V5)/2, 20 =
(=3 — v/5)/2. Verifichiamo la loro posizione rispetto alla circonferenza C1(0) = {z € C : |z| = 1}. Si
ha |21]? = (3 — v/5)2/4. Poiché 3 — /5 < 1 (infatti v/5 > 2), si ha che (3 — /5)? < 1 e quindi |z;| < 1,
pertanto z; & interno a C1(0). Viceversa, |z2| = (3 +1/5)/2 > 3/2 > 1, pertanto 2y & esterna. Calcoliamo
il residuo della funzione integranda in z;. Trattasi di un polo semplice:

Res (z zl) = lim (z — 21) : = - (v5-3) :

22 4+3z+1’ 2521 22432+1 21— 29 on.\/5

Pertanto si ha
. _(V5-3)"

Ch =C p=Cpn=—"", co =
27\/5

-

Dunque:

e e = +
2n\f 25 VE o 2B

LSS e (S e LB

cos(nt).
n=1

2. Si ha che f € C*(R), quindi la serie di Fourier di f converge ad f puntualmente per ogni t € R. In
particolare, se t = 0 si ha f(0) = S(0) e quindi:

11 & (WE-3) 1 < (V5-3\" 1423 4
5:¢5+22n—1\/5:\/5<1+2,;< 2 ))zﬁ

n=1

Si ha che la serie dell’espressione precedente & una ridotta della serie geometrica di ragione z1, pertanto:

- TL_OO n 1_ 1 1_ Zl
Zzl_zzl_ _1721_ T 1z
n=1 n=0

Si ha quindi

1-z 1-z 2-22 5-+v5 5

Sostituendo nell’espressione S(0) il risultato ottenuto si trova proprio f(0).

ad 2 1 242 5—1 1
n=1

Esercizio 5.6. Si consideri la funzione f : R — R, 27-periodica, pari, definita da f(t) = 3(n+t) per t € [—m,0].

Dopo aver verificato che la f & sviluppabile in serie di Fourier, scriverne lo sviluppo. Utilizzando poi I'uguaglianza
oo
1

di Parseval, determinare la somma della serie numerica Z m
n

Soluzione 5.6. La funzione & periodica e limitata, pertanto ad energia finita e dunque sviluppabile in serie di

Fourier. Si ha: o o
T 3
/ |f(t)\2dt:2/ 9(w+t)2—18[(”;” } = 67°.

—T —T

Essendo f pari si avra

2y Z ay, cos(kt),

S(t) = 5
k=1
1" 2 [0 2 [° 6 [(x+0?]" _3
a = ;[ ft)dt = — 7f(t)dt:;/7 3(”+t)dt_ﬁ{ 2 ] r
an = %/ﬂ F(#) cos(kt) dt = 2 0f(ﬁ)cos(lmf)dt:i/0 3(m +t) cos(kt) dt
sin 0 0 sin cos 0
T
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Quindi per k > 1 si ha che ar = 0 se k = 2n & pari e ar, = —12/(wk?) se k = 2n — 1 & dispari. Si ha quindi:

oo

3 12 <= cos((2n + 1)t
S(t) ; 2n_1 cos((2n—1)t):27r+ﬂy§((z(m~_—;)2)).

Per I'uguaglianza di Parseval si ha:

ovvero:

La somma richiesta vale pertanto 7#/96.

6 Trasformate di Fourier

Esercizio 6.1. Ricordando che H(t) = 1 per t > 0 e H(t) = 0 per t < 0, si calcoli la trasformata di Fourier
delle funzioni:

f1(t) = H(—t)te™, fa(t) = H(—t + 2)te, f3(t) = H(—t)te* cost.

Soluzione 6.1. Consideriamo la funzione f(t) = H(—t)e3!, ovvero f(t) = € per t < 0 e 0 altrove.

0 0
~ . . . 1
He ™t 4t 3t —iwt dt / (83—iw)t dt .
“) /Rf()e /_Ooe ¢ _Ooe 3 —iw

Poiché f1(t) = tf(t), si ha:

~ d ~ . d 1 . —1 1
hlw) =iz W) =2 (3 —iw) - <(3 —iw)2> T T B iw)e
Per quanto riguarda fa, si ha fo = t(H(—t + 2)e3(t=2eb) = teS f(t — 2), da cui:

- 60 [ 1 o] e B2
3 —iw (3i4+w)?

Per quanto riguarda f3, si ha f3 = t(H(—t)e3! (e + e~%)/2, da cui f3(t) = (f1(t)e" + fi(t)e~)/2, pertanto:

falw) = % (fﬂw— 1) “?1(“’“)) - _% ((3—1@1}— e (3—z'(ci+ 1))2) '

Esercizio 6.2. Si consideri la funzione f : R — R, pari, definita da

t+4, € [—4,-2]

1—1t/2, € [-2,0]
ft):==4q 1+t/2, t€(0,2)

4 - ta [ 4]

0, altrove.

1. Verificare che f ¢ F-trasformabile.
2. Elencare le principali proprieta che si possono ricavare su fdalla teoria, prima di calcolare f

3. Calcolare esplicitamente f

18



Soluzione 6.2. 1. f ¢limitata e nulla fuori dall’intervallo [—4, 4], pertanto ¢ immediato verificare che / |f(®)]dt <
R

400, e questo garantisce che f ¢ F-trasformabile.
2. Alcune proprieta della trasformata sono le seguenti:
(a) poiché f & pari e reale, allora fé pari e reale.
(b) per il Lemma di Riemann-Lebesgue, si ha fe C°(R) e wgrzf:loo f(w) =0.
(c) poiché f & nulla fuori da [—4,4], non solo f ma anche tf € L', quindi anche tf & trasformabile e si
ha tf = Z%f Pertanto %fe C°(R), quindi fe CL(R).

dk
dwk

(d) il ragionamento precedente pud essere iterato: per ogni k € N, si ha t*f € L', da cui t/’“? =k f
pertanto %}.fe C°(R), quindi f € C*(R). Quindi f € C®(R)

3. Un calcolo diretto a partire dalla definizione risulta molto difficoltoso. Un procedimento alternativo e il
seguente: si osserva che

1 1
J'(t) = X[oa,—9) () — 5 X[-2,0] (t) + 2 X[0.2] ~ X[2,4] (1), t#0,£2, 4.

Inoltre valgono le seguenti relazioni:

Xi—4,—2](t) = X[—1,1(t+3),  X[—2,01(t) = x(=1,u(t+3),  Xj0,21(t) = x(—1,u(t=1),  Xj2,4(t) = x[=1,17(t=3).

Percio si ottiene:

1 1
() = x1y(t+3) — X1 (t+1)+ X1 (t—1) = xj—1,11(t = 3).

Trasformando membro a membro e osservando dalle tabelle che:

— ~ — sinw

flt—to) = (u})e*iwtﬂ7 X[=1,1] t)=2 — F—iwf
si ottiene:
7 i W L1, ,
iwf(w) _ 251240 (e?’“" . §ew + §e_w _ e—3w>
_ 2sinw Y e3iw f.673iw - ieiw . ‘e*"‘“
w 21 %
_ o Snw (2sin(3w) — sin(w).
w
e quindi:

2
flw) = — sinw(2sin(3w) — sinw).
w
Esercizio 6.3. Calcolare la trasformata di Fourier della funzione f : R — C definita da
it
t) = 5—77—.
1) 2 —4t+8
Soluzione 6.3. Posto g(t) = 1/(t* — 4t + 8), si ha f(t) = g(t)e>. Per le proprieta della F-trasformata, si ha:
f(w) = §(w —5), dove:
+0o 1 ot
§(w) = —— e Wt
g(w) /_Oo t2—4t+86
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La funzione integranda @ singolare per t2 — 4t + 8 = 0, ovvero t; = 2 + 2i, ty = 2 — 2i. Per il lemma di Jordan,
si ottiene allora:

—iwt
2miRes (W, 24 2i> se w <0
i) = »
—2miRes (M, 2 — 2Z> se w > 0
Si ha:
e iwt elwt e—twty 677,'(2+2i)w 6(72i+2)w
R ——242i ) = lim(t—t = = . = . =
es(t2—4t+8 * Z> =) i) T h—h 4 4
et elwt e Wiz e(—2i—2)w
R ——2—2i | = lim(t—t = = .
o <t2 "4+ 8 Z) A=) T T hoh “4i

Pertanto si ottiene:
g(w) — 76—21’0.16—2“:.)\7
e il valore in 0 & determinato per continuitd (il teorema di Riemann-Lebesgue ci assicura che § & continua).
Quindi
f(w) _ ge_%(‘”_5)e_2“”_5|.

Esercizio 6.4. Data la fuzione f : R — R definita da

cos 4t — cos 2t

ft)= —

calcolare futilizzando opportunamente le tavole.

Soluzione 6.4. Possiamo riscrivere f nel modo seguente:

cosdt — 1 1—cos2t 1—cos2t 1 — cos4t
W=—— "t =~ ¢

Per le formule di bisezione, si ha 1 — cos 2t = 2sin®t e 1 — cos 4t = 2sin® 2t, da cui

. 2 . 2
sin“t  sin“ 2t
f(t):2< 2 _tz)

Dalle tavole si ricava che la trasformata di sin®(at)/t2, a > 0 &

T (a + %) X[—2a,0/(W) + 7 (a - g) X[0,2a] (W),
sostituendo nell’espressione della trasformata di f si ha il risultato richiesto.
Esercizio 6.5. Data la funzione f : R — R definita da

f(t) = e 81 + 442) sin(2¢),
calcolare futilizzando le relazioni fondamentali.

Soluzione 6.5. Si ha:
F(t) = M sin(2t) + 4t? (eI sin(2¢).

Dalle tavole si ricava che se g(t) = e~8I*l, allora §(w) = 16/(64 + w?), inoltre

1 . 1 .
— o8It 2%) — —8|t| ,2it —8|t| ,—2it
h(t) =e¢ sin(2t) 56 e e e

da cui:

. 1 16 16
Mw) =5 (64+(w—2)2 - 64+(w+2)2) |
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Esercizio 6.6. Si consideri f : R — C definita da

it
)= —
1®) (3+1it)(4 —it)
1. Verificare che f & F-trasformabile.
2. Calcolare f
Soluzione 6.6. Si ha: _
e41t 1
101 =| e = T
(34 1it)(4 —it) (9+1t2)(16 4+ t2)

Quindi

1
/R F(e)]dt = /]R (94 t2)(16 + t2) dt-

Tale integrale ¢ finito, perché f € C°(R) e all’infinito f ¢ asintotica a 1/t2, e cio assicura 'integrabilita. Per
quanto riguarda la trasformata, abbiamo f(t) = g(t)e*, con g(t) = 1/((3 +it)(4 —it)). Perco f(w) = g(w —4).

Si ha: » »
e*Z(A} e*Z(A}
g = —  _dt= — dt.
9(w) /R (3+it)(d—qt) /R (t — 3i)(t + 4i)
la funzione integranda e singolare in t; = 3i e to = —44. Calcoliamo il residuo:
efiwt efiwtl edw
Res | ———————=,1 = =
es((t—Si)(t+4i)’ 1> th—ta T
e—iwt e—iwt2 e—4w
Res | —————,¢ = = _
es ((t3z‘)(t+4z‘)’ 2) ty — 1y 7i
Per il lemma di Jordan, si ha:
e—iwt o
2miRes | ———————,t; | = —€* 0
i es((tBi)(t+4i)’1> —e se w <

9(w) =

e*iwt o
—27miRes [ —————— 5 | = e W >0
e es((t—3z)(t+4z) 2) 76 se w

Infine:

2
163(“}74) sew < 4

fw)=gw-4)=

277%74(“’*4) sew >4

Si osservi che e necessario prestare particolare attenzione alla traslazione di g.
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Pavia, 13 Novembre 2007
Esercizio 6.7. Si consideri la funzione di variabile complessa
2% sin (2
o) = —omle)
(z—=2)(z+ 20)

Senza trascurare zo,, determinare le singolarita di f, classificarle e calcolare i relativi residui.

Soluzione 6.7. La funzione e singolare in zg = 0, 21 = 2, 29 = —2i. 21 e z3 sono poli semplici, mentre zy € una
singolarita essenziale. Calcoliamo i residui:

Res(f,z1) = ZILIEI(Z —z1)f(z) = 482%(32/22) = (1 —1)sin(3/2)
Res(f,2z2) = ZEIEQ(z —29)f(2) = _4Sf12(l_f/2<22)) = QSiIll(iSZ/Q)) = (1 +14)sinh(3/2)
Per quanto riguarda z.., si ha:
sin(3z) sin(3z)

1/z) = =
T2 = aam o729 - G220 +27)
e tale funzione é olomorfa in un intorno di z = 0, pertanto z,, € una singolarita eliminabile. Per calcolare il
residuo in z.,, poniamo:
(1/w) 1 1 sin(3w) sin(3w)

oty = L0 L - - .
w? w? (1/w —2)(1/w + 29) w?(1 — 2w)(1 + 2iw)

Si avra allora:
Res(f, z00) = Res(g;0).
Si ha che w = 0 & un polo semplice per g, quindi:
sin(3w)

Res(f, z00) = Res(g;0) = ilglowg(w) =-— 1})1310 oL~ 2w)(1 + 2iw) - _

Essendo infine:
Res(fa ZO) + Res(f, Zl) + Res(ﬁ 22) + Res(f, Zoo) = Oa
si ricava che:
Res(f, z0) =3 — (1 +4)sinh(3/2) — (1 — 7) sin(3/2).
Esercizio 6.8. Si consideri la funzione f : R — R, 27-periodica, definita da

2 set e [—m0f
1) = { -1 sete[0,n

Dopo aver verificato che la funzione e sviluppabile in serie di Fourier, scriverne lo sviluppo. Utilizzare quindi
I'uguaglianza di Parseval per determinare la somma della serie numerica

oo

1
D @2n+1)2°

n=0

(Nota: i coefficienti di indice pari dello sviluppo sono nulli.)

3 Antonio Marigonda, Dipartimento di Matematica F. Casorati, Universita di Pavia, Ufficio E22,
email: antonio.marigonda@unipv.it
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Soluzione 6.8. Proviamo che f € L?(—m, ).
s 0 T
3. = [ 1soPar= [ 5P 10 dt = am 7 =5m < boc,
- —T 0

Poiché f € L?(—m, ), essa & sviluppabile in serie di Fourier. Calcoliamo i coefficienti dello sviluppo in serie di
Fourier:

I I I
a = — | fOydt=-= f(t)dt—l—f/ f)ydt=2-1=1
T . ) T Jo
I I I
ar = — f(t)cosktdt = — f(t)cosktdt+—/ f(t) cosktdt
T . )
0 . t=m
= 2/ cosktdt — l/ cosktdt = {smkt] 21 {smkt] =0
TJox T Jo (0 A PR B A e
1 T ] 1 0
by = = f(t)sinktdt = f( )sin kt dt + — / f(t)sinkt dt
L
0 _ o t=m
= z/ sin kt dt — l/ sin kt dt = { COSkt} —1[ COSkt}
i - T k PR k 10
2 1
= ——(1/k —cos(—km)) + —(cos(km)/k — 1/k)
T ™
1
= L ot 2costkm) + cos(hr) — 1) = - (coskr —1)
wk k

Cio implica che by, = 0 se k & pari e by, = —6/(7k) se k & dispari.
Osservando che g(t) = f(t) — 1/2 & una funzione dispari (infatti vale 3/2 per ¢t € [—m,0[ e —3/2 per t € [0, 7[)
si poteva dedurre immediatamente che ar = 0 per ogni k > 0, infatti si ha:

/7r g(t)cosktdt:/ﬂ (f(t);) cosktdt = ! f(t) cos kt dt,

—T —T

dove il primo termine € nullo per disparita. Pertanto si ha

ft) ==+ Zak cos kt + by sin kt =
k=0 k=0

Per la formula di Parseval, si ha:

ovvero nel nostro caso:

da cui si ottiene:
— = —.
— (2n+1) 8

Esercizio 6.9. Calcolare I'integrale lungo la circonferenza I" di centro 1’origine e raggio 2 orientata positivamente

zsin z 9
—s #) dz.
(@5 eer) e
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Soluzione 6.9. La fuzione e?* & olomorfa su tutto C, pertanto il suo integrale esteso ad un qualunque circuito

chiuso ¢ nullo. Ci si riconduce quindi allo studio di:

zsin z
[ ey o) = £

La funzione f presenta un polo doppio per zy = i. Tale singolarita & interna a I'. Trattandosi di un polo doppio
il calcolo del residuo é:

d d
Res(f;20) = lim — (f(2)(z — 20)?) = lim —(zsinz) = sinzg + 2o cos 29 = sini + i cos i.

z—20 dZ zZ—2z0 dZ
Applicando la formula dei residui si ottiene allora:
/ f(2)dz = 2miRes(f; z0) = 2m(—cosi + isini) = —27m(cos(—i) + isin(—i)) = —2me" = —2re.
r
Esercizio 6.10. Determinare i valori di z € C tali che:
V2

2
sin(2z) + i cos(2z) = g + i7.

Soluzione 6.10. Si ha per h, k € Z:

sin(2z) 4+ icos(2z) = i(—isin(2z) + cos(2z)) = i(isin(—2z) 4 cos(—2z))
1'6721‘2 _ eiﬂ'/2+i2h7ref2iz _ eiﬂ'/272iz+2ih7r
@ n ZQ _ gim/4+2ikn
2 2

da cui si ricava /4 + 2km = 7/2 — 2z 4+ 2h7 e pertanto, poston =h —k, z = 7/8 + nm, n € Z.

Esercizio 6.11. Si consideri la funzione u : R — R, 27-periodica definita da:

u(t) = —t se —m<t<O,
I s se 0 <t <.

1. Verificare che u ¢ sviluppabile in serie di Fourier e calcolarne i coefficienti.
2. Studiare la convergenza puntuale della serie.

3. Utilizzando i risultati dei punti precedenti, calcolare la somma della serie numerica:

> 1
g (2k +1)2°

k=0

Soluzione 6.11.

1. Si ha che la funzione u & periodica e |u(t)| € limitata su [—, 7], pertanto la funzione & sviluppabile in serie
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di Fourier. Calcoliamo i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier:

o = L u(t)dt = S ' u(t)e ™ * dt + — ! / u(t)e ™ dt
O T o C2m ), 2 Jo
1 /0 1 [™ 1 [t2 LT 3
= —— | tdt+= [ dt= - ~ ==
o /,ﬂ *t3 ), T o [2} 2 4"
- 1 T U,( ) —ikt dt = i ’ u(t)e—ikt dt + i /ﬂ— u(t)e—ik:t dt
T J) 27 Jo
1 0 ikt H—
= — te Pt dt Rt
27r/ € + 2/0 €
B T 1 LS Ny Lo GO ol
2 —zk: o zk: 2| —ik |,
1 —ikt10 1 )
_ - (1 — —ikm
Tor { {—zk}ﬂ}+2ik( )
1 [ m(=1)* L1- (=1)* 1 "
— - — (1= —ikm
T o ( = ) ot
—1)k 1—(—1)* 1 1—(=1)*
_ 2(1 (_1)k)+M:71_(72)
QZk - ork 21k 21k 2k

. La funzione u € di classe C™ a tratti, per cui la sua serie di Fourier converge a u nei punti di continuita
e alla media dei valori destro e sinistro di u nei punti di salto. Nel nostro caso, la funzione & continua in
ogni punto ad eccezione dei punti x; = 2k7w, k € Z, dove il limite destro vale m e il limite sinistro vale 0
(si osservi che nei punti (2k + 1)7 con k € Z la funzione & continua). Pertanto in 0 la serie di Fourier di
u converge a w/2, cioé si ha:

T 3r 1 1—(=1) (—1)* 1 1—(=1)"F
SR TR DI Sl = el sz 27rk2 Y0k T on(—kp
kez\{0}
_ 3m 1 (—1)F
a 172; 2mk?

Notiamo che i termini di indice pari della sommatoria sono tutti nulli, per cui si ha:

T2 1
Z_;nz::o@n—i-l)27

pertanto la somma richiesta vale m2/8.
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Esercizio 6.12. Senza trascurare di studiare il comportamento sul bordo, determinare I'insieme di convergenza

della serie
*f 1 z—2\"
n2+logn \z+4i) °

n=1

Soluzione 6.12. Poniamo w = ;%421., an, = (n? +logn)~!. Dal criterio del rapporto, si ha:

n 1)2 41 1
(1?4 log(n 4 1)
n—oo  an n—o0 n2—|—]ogn

=1,

pertanto il raggio di convergenza & 1. Se |w| < 1, la serie converge, se |w| > 1 diverge. Se |w| =1, si ha:

+oo 1 +oo 1
—— < — < .
D T iogn S 2 ST
n=1 n=1
2
Quindi si ha convergenza anche per |w| = 1. Si ha |w| = ‘lz’:_;fi‘l , per cui |w| < 1 se |z — 2| < |z + 4i] ovvero

|z — 2|? < |z + 4i|?, quindi posto z = x + iy, si ha che |w| < 1 se e solo se (z — 2)% + y* < 22 + (y + 4)?, quindi,
semplificando, y > (-3 — x)/2.

Esercizio 6.13. Al variare di n € N, determinare il valore dell’integrale:
2m int
/ _c dt
o 2+cost

Soluzione 6.13. Posto z = €', si ha grazie alle formule di Eulero cost = (z+1/2)/2, pertanto I'integrale diviene:

o gint 2zm dz 2 2"
—dt= | —m— — == | ———d=.
o 2+ cost yAd+tz+1/zdz i ), 2244z +1

dove « e la circonferenza centrata nell’origine di raggio 1 percorsa in senso antiorario. La funzione integranda
f @ singolare nei punti 22 + 4z + 1 = 0, ovvero z; = —2 + /3 e 2o = —2 — /3, che sono poli semplici, e v non
passa per queste singolarita. Si ha |z2| = 2++/3 > 1, per cui 2z, cade all’esterno di v, mentre |z;| =2 -3 < 1,
quindi z; cade all’interno di . Calcoliamo il residuo della funzione integranda in zp, trattandosi di un polo
semplice si avra:

utilizzando metodi di analisi complessa.

Res(f;21) = lim f(2)(z —2z1) = I
pz1) = m V= s o

Pertanto, dalla formula dei residui si ha:

2 " 2 2
/ S P 2miRes(f; 21) = 7T;/g(\/g —2)".
i

i 722+4z+1

4 Antonio Marigonda, Dipartimento di Matematica F. Casorati, Universita di Pavia, Ufficio E22,
email: antonio.marigonda@unipv.it
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Esercizio 6.14. Si risponda ai seguenti quesiti:

oo
1. Esistono coefficienti @iy, € C tali che e~*" = Z age™ nell’intervallo (0,27)?
k=0

2. Esistono coefficienti as, by, € R tali che e3¢ = % + Z ay, cos(kt) + by sin(kt) per t € R?

k=0
oo
3. Esistono coefficienti @y, € C tali che sin |t| = Z ire* nell’intervallo (—2m, 27)?
k=—o0
oo
4. Esistono coefficienti a5 € R tali che 1 = Z ay, cos(wkt) nell’'intervallo (—1,1)?
k=1

Soluzione 6.14.

1. La funzione u(t) = e~ ¢ limitata in [0, 27], pertanto essa & sviluppabile in serie di Fourier. Indicati con
uy, i coefficienti del suo sviluppo di Fourier rispetto alla base {e** k € Z}, si ottiene che, per ipotesi,
ur = 0 per k < 0. Sviluppando in serie di Fourier rispetto alla base {1, cos kt, sin kt}, si ha:

u(t) = % + Z ay cos(kt) + by sin(kt),
k=1

e 1 coefficienti ag, by, € C, per le formule di Eulero, sono legati a %y, da:
ag = 2@0, (ak — ibk) = Zﬂk, (ak + ’ibk) = 2ﬂ_k, k> 0.

Poiché la funzione & reale, si deve avere ay, by € R, inoltre essendo uy, = 0 per k < 0, si ottiene ag +iby, =0
da cui a, =0 e by = 0 per k > 0, quindi u(t) = ug. Poiché u(t) non & costante in (0, 27), si conclude che
non esistono coefficienti %, che soddisfino la condizione richiesta.

2. La funzione f(t) = e®(3Y) & limitata, inoltre si ha e®s(3(42m) — ¢cos(3) pertanto f(t + 27) = f(t) &
periodica di periodo 2m. Pertanto essa ¢ sviluppabile in serie di Fourier. Inoltre & di classe C'°, pertanto
la sua serie di Fourier converge puntualmente a f in ogni punto ¢ € R. Definiti:

™ ™ ™

ap = ~ ) f(t)dt, ap = — ! f(t) cos(kt) dt, by = = ' f(t) sin(kt) dt,

—Tr

si ha che tali coefficienti soddisfano alla condizione richiesta.

3. Le funzioni e**, k € Z sono periodiche di periodo 27r. D’altra parte si ha sin| — 7/2| = sin(7/2) = 1
mentre sin| — 7/2 + 27| = sin(37/2) = —1 quindi tale funzione non & periodica di periodo 2w, pertanto
non esistono coefficienti ag, ax, by con la proprieta richiesta.

4. la funzione f(t) =1 per ¢t € (—1,1) & limitata, pertanto & sviluppabile in serie di Fourier e, anzi, si ha che
tutti i suoi coefficienti di Fourier ad eccezione di ag sono nulli e ag = 1. Per 'unicita dello sviluppo in
serie di Fourier, si ha che non esistono coefficienti con la proprieta richiesta.

Esercizio 6.15. Calcolare lo sviluppo in serie di Fourier di
u(t) = cos®(t) sin(2nt).
Soluzione 6.15. La funzione & limitata e periodica di periodo 1, infatti sin(27w (¢t + 1)) = sin(2nt + 27) = sin(27t),

e cos?(m(t + 1)) = cos?(nt + 7) = (— coswt)? = cos(nt) per cui sviluppabile in serie di Fourier. Ricordando che
cos(2a) = 2cos? a — 1, si ottiene

1 1 1 1 1
u(t) = 5(005(27775) + 1) sin(27t) = 3 cos(2mt) sin(2wt) + 3 sin(2nt) = I sin(4~t) + 3 sin(2mt).
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Si ha dunque
a > )
u(t) = 50 + ,;,1 ay cos(2mkt) + by, sin(27kt),

conap=0perk eN, by =1/2, by =1/4, by =0 per k > 2.

Esercizio 6.16. Calcolare lo sviluppo in serie di Fourier del segnale u 1-periodico, che vale e*™* nell’intervallo
(0,1). Calcolare

> 1

2 Ty

k=—o0

Soluzione 6.16. Il segnale & periodico con T' = 1 e limitato, quindi sviluppabile in serie di Fourier. Si ha
w=27m/T, da cui w = 27. I coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier sono dati da (k € Z):

1t 27kt b amt vkt o (2—ik)t =ik 1!
= - t)e 2R gt = o2kt gt — L e
R A A ),
ek 1 24 ik e () 1 24 ik '™ [cos(—2nk) +isin(—2mk)] — 1 24 iket™ —1

o2m(2 —ik) 2w 4+k2 27 4+ k2 2 4+ k2

Posto a, = ¢ +c_r e —iby, = ¢, — c_k, si ottiene per k € N, k > 0:

| 264 —1 b Eet™ —1
an = a = —_——, = ———
0 or N T AT k2 k T4+ k2
Per l'identita di Parseval si ha: .
1 2 = 2
o OIS 3k

Nel nostro caso si ha:

1 87
e —1
/ STt dt = ,
0 87T
oo

T S G R e s
R or  VAi+k2) \ o« AR

k=—o00 k=—o00 =—00

Pertanto la somma richiesta vale:

-1 An? (e —1)(e*"+1) 4x?

8r  (efm —1)2 8 (edm —1)2

efm+1 T 2T 427 T
{3 g =3 coth(27).

ol 3

Esercizio 6.17. Calcolare 'integrale:
/ (2sin 2t + 4 cos 4¢t) (4 sin 4t + 4 cos 4t) dt.
0

Soluzione 6.17. Posto x = 2t, I'integrale richiesto diventa:

1 2m
5/ (2sinx + 4 cos 22)(4 sin 22 + 4 cos 2x) dx.
0

Ricordando a questo punto che per m,n € N si ha:

27 27
/O cos(mz) cos(nz)dr = 5 /0 cos((m —n)x) + cos((m + n)x) de = { g 22 Z ; Z ,
2m 2m o
/0 sin(mz) sin(nz)dr = % /0 cos((m —n)x) — cos((m + n)x) de = { g 22 Z ; Z ,
27 1 27
/ sin(mz) cos(nz)dx = = / sin((m + n)x) — sin((m — n)x) dx = 0,
0 2 Jo
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I'integrale richiesto si riduce a:

1 27
— / 16 cos® z dt = 8.
2 Jo

Esercizio 6.18. Si consideri lo sviluppo in serie di Fourier del segnale 4mw-periodico:

+oo

u(t) = 3m — Z 6msinc?(k/2) cos(kt/2),

k=1

che vale 3|t| in (—2m,27). Scrivere lo sviluppo di Fourier di u(¢) in forma esponenziale e calcolare le serie

+00 T
Z 6msinc? (k/2) cos(km/2), Z(Gﬂ)Qsinc4(k/2).
k=1 k=1

Si calcoli lo sviluppo di Fourier della funzione 27-periodica v che coincide con u nell’intervallo (—, 7).

Soluzione 6.18. Si ha, posto T =4r e w =27 /T = 1/2:
T/2 1 27 3 21 3 2 2m
T/2 ™ J_or ™ Jo ™ 0
T/2 ) 1 2m 0 ] 27 )
cp = —/ e et dt — 7/ 3|tle" k2 dt = 3 {/ —te” /2 gy +/ tekt/2 dt}
T/2 A | _on 4z —27 0

3 Jikt/2 / ™ ekt/2 3 /277 eikt/2 | o—ikt/2 3 /277
4 {/ + 0 € o J, 5 o7 o cos(kt/2)

B 3{[ts'm(lmf/2)}z”_/02“sin(kt/2)dt}: 3 [—cos(kt/m]:”:6((_1)k_1)

o k/2 k/2 Com k2 /4 Tk?

Si osservi che per k € N, k > 0:

0 se k=2n,neN
12((-1)% — 1) :
2c0 =ag =67, by =cy—cp=0,ap =crtcp=——T5—" = 24 1
’ ’ —_— k=2 1,neN.
mk m (2n+ 1)2 5 n+ln
; . .9 sin2(7m) o
D’altra parte, ricordando che sinc*(z) = (7)2, si ritrova:
T
0 sek=2n,n€eN
—6msinc?(k/2) =¢ 24 1

—_— k=2 1 N.
(2n+1) se n+1,ne¢

La funzione u(t) = 3|t| ¢ continua in ¢ = 7 e regolare a tratti in (—2m,7), pertanto la sua serie di Fourier
converge puntualmente in ¢t = 7 a u(7). Si ha allora:

+oo
u(m) =37 =3m — Z 6msinc?(k/2) cos(km/2),
k=1
pertanto
+oo
Z 6msinc?(k/2) cos(km/2) = 0.
k=1

Tale calcolo poteva essere fatto direttamente ricordando che cos(km/2) vale 0 se k & dispari e 1 se k & pari, ma
sinc?(k/2) vale 0 se k & pari.
Sfruttando I'uguaglianza di Parseval, si ha:

T/2 2
— / (t)2dt = 20 4
T/2 4

)
Z ak + b2
k=1

N
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nel nostro caso si ha:
1 27

2 9 [£]7 2
9t~ dt = =12
47 47 [3] o ™

da cui:

S 36
Z (67)%sinc® (k/2) = 2 - <12772 - 4772> = 67°.
k=1

Si osservi che u(t) = Fu(2t), pertanto (posto ¢/2 = x):

T/2 ] 1 2 ) 1 ™ ) 1
= —/ et gt = —/ u(t)e” /2 dt = 4—/ u(2z)e " 2dy = 2 - Py
—27

T /2 4 T J)_» m
ovvero i coefficienti di Fourier di v sono meta di quelli di w.

Esercizio 6.19. Calcolare gli sviluppi in serie di Taylor centrati in 0 delle funzioni:

f(z) = ———, g(z) = arctan(2z).

- d _ 1
(Sugg.: ricordare che 7 arctanz = 77)

Soluzione 6.19. Si ha:

pertanto:
3 o1 _ N~ 3"
. 2(n—1 2n
&= 5 2 i)
Si ha:
1 — 2\n — n . 2n
5= 2 ()" =) (e
1+Z n=0 n=0

pertanto, integrando termine a termine, e ricordando che g(0) = 0:

o (D" L
arctan(z) = Z nt
= 2n + 1

e quindi

— (—pm2*
glz) =y —————2t
= 2n +1

Esercizio 6.20. Calcolare lo sviluppo in serie di Fourier dei seguenti segnali periodici:

) = —1 perte(2k—1,2k), keZ
u = 1 perte (2k,2k+1),keZ
) = —1 perte (4k —2,4k), k€ Z
v = 1 perte (4k,dk+2), ke

w(t) = {O pert € (4k —2,4k), k € Z

1 perte (4k,4k+2), k€ Z

Soluzione 6.20. Tndicati con Ty, T, Ty, 1 periodi di u, v, w rispettivamente, si ha T,, = 2, T,, = 4, T, = 4 da
cui wy, = 27 /Ty = T, wy = wy, = m/2. Tutti questi segnali sono periodici e limitati, per cui & possibile calcolarne

lo sviluppo in serie di Fourier.
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Notiamo che u e v sono dispari (ovvero u(—t) = —u(t) e v(—t) = —v(t) per ogni ¢t € R). Per quanto riguarda u
siha (n e N, n>0):

ag =
T /2 1 1 N1l
by = —/ ) sin(nw,t) dt = / u(t) sin(nmt) dt = 2/ sin(nwt) dt = 2 [_cos(mr)}
Tu/2 -1 0 nm 0
= 277
nw

da cui b = 0 per n pari e b% =4/(w(2j4+1)) se n =2j+1, j € N. Lo sviluppo in serie di Fourier risulta quindi:

-4y

7=0

sin((24 + 1)7t).

>Hr>

Osserviamo inoltre che v(t) = u(t/2), pertanto i coefficienti di Fourier di v sono gli stessi di u:

Ty /2 1 T T./2
_ 7/ 7zwunt dt — 7/ (t/2) —itw, /2 dt = 7/ fzwuac dr = CZ'
T, /2 2T, J_r, T. /2

Quindi si ha:

4 1 s
H)="- in ( (2 14).
o(t) sz()mlmn((ﬁ )5

Osserviamo infine che w(t) = (v(t) + 1)/2, pertanto si avra v(t) = 2w(t) — 1 e percio:

w(t) = % +%§: L ((2j+1)gt>.

Esercizio 6.21. Sia I il rettangolo di vertici 2
Calcolare

50, =2+ %L —2 — 2¢, 2 — 21 percorso in senso antiorario.

+
1 f{ 1225 — 24
— =~ .
2mi 26 4+1

Soluzione 6.21. Posto . . i )
12z° — 2 2% (12z — 1
= = , eC,
1) 2641 2641 i

si ha che f(z) ¢ singolare per 26 + 1 = 0, ovvero 26 = ¢!("*2k) L ¢ 7 quindi si hanno le singolarita z, =

eim/6+ikn/3 | — 0, ...,5. Tali singolarita sono due a due complesse coniugate e si ha:

V3 o1 . V3 o1

Tty T 2Ty
€23 =2y, 24 = 21 = —1, 25 = Zy. Si tratta di poli semplici, il cui residuo vale:
. . Z— 2 122, — 1 1
Res(f,zr) = lim (z — 2 2) = lim 2*(12z — 1)— = =2—-—
(f k) z—>zk( k)f( ) Z2— 2k ( )(2’6 + 1) — (Zg —+ ].) 62y 625

dove si & sfruttato il fatto che 2z +1 =0 e 2} (122, — 1) # 0.
Calcoliamo il residuo all’infinito . Posto:

(Z)__f(l/Z)__z%(l%—l)_ 1122
S R SIS

26

si ha (osservando che 0 ¢ un polo semplice per g)

Res(f, 200) = Res(g,0) = lim zg(z) = 12.
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Per quanto riguarda la posizione delle singolarita di f, si ha che zg, 22, 23, 24, 25 sono tutte contenute all’interno
di ', mentre z; = i giace all’esterno (come ovviamente z,). Si ha allora dalla formula dei residui:

1 1225 — 24
i % 611 dz = Res(f,20) + Res(f,22) + Res(f, z3) + Res(f, z4) + Res(f, z5)

—(Res(f,z1) + Res(f, 200)) = — (2 — é — 12) =10 — é

Esercizio 6.22. Sia I' la circonferenza di centro 3¢ e raggio 5 orientata in senso antiorario. Calcolare:

R ek
r (22 = 22)(2% — 4z + 13) =

Soluzione 6.22. Poniamo:

2
f(z) = (22 — 22)(22 — 4z + 13)’ 2t

La funzione f & singolare per (22 — 22)(22 — 4z + 13) = 0, ovvero per zg = 0, 21 = 2, 20 = 2 + 3i, 23 = 2 — 3i.
Si ha che zj € singolarita eliminabile, mentre 21, 25, z3 sono poli semplici. Una singolarita zx, £ = 0, 1,2, 3 cade
all'interno di T se e solo se si ha: |z, — 3i|? < 52. Pertanto le singolarita che cadono all’interno di I' sono solo
Z0, 21 € 29. Di queste, zg ¢ eliminabile e pertanto il suo residuo e nullo, le altre sono poli semplici.

1 1
Res(foz) = lim (z=2)f(z) = lm Z—r— g =5
1 1 1
R — lim (2 — — i - =
eS(fv 22) ZLHle(Z Z2)f(Z) ZLHZIZ (Z — 21)(z — 23) 3i - 6i 18
Per la formula dei residui si ha:
f 2 dz = 2mi(Res(f, 1) + Res(f, 22)) =
= 2mi (£, 29)) = —.
r (22 —22)(22 — 42 + 13) : AL 1 9

Esercizio 6.23. Sia I' la circonferenza di centro 4 e raggio 27, calcolare:

5
[ e
r e +e%

Soluzione 6.23. Non & restrittivo supporre 0 < Im(a) < 27, infatti, e?+t?2*™ = % per ogni k € Z. Poniamo
fa(2) = 5/(e* +€%i), z € C e studiamone le singolarita. La funzione f,(z) € singolare nei punti dove e = —e®3,
ovvero e* = e®e!3™/2+i2kT [ ¢ 7. quindi per 2, = a+in(3/2+2k), k € Z. Si tratta, come risultera dal seguente
calcolo, di poli semplici:
zZ—z ) o1
lim (z — z) fo(2) =5 lim b = =—

z— 2k =z (€2 + %) — (e + €%4) e eo

Pertanto Res(f,, z8) = bi/e”.

Per semplicita, poniamo x, = Re(a) e y, = Im(a). Studiamo quali singolarita cadono all’interno di I', osservando
che |z, — 4% = (24 — 4)% + (7(3/2 + 2k) + ya) %

Se |zq, — 4| > 2m, ovvero z, < 4 — 2w 0 x4 > 4+ 2m, si ha |z, — 4| > 27 quindi all'interno di I" non cadono
singolarita, quindi I'integrale richiesto € nullo. Poiché il residuo in z; € sempre %, si ha che se su I" non cadono
singolarita, 'integrale & pari a:

5 . 107
/F mdz = 2m Z ReS(fa,Zk) = — s . Na,

|z —4| <27

dove N, ¢ il numero di singolarita che cadono all’interno di I'. Studiamo percio, al variare di k € Z:

(g — 4)* + (31/2 + 2k7 + y4)* < 472
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2 2
T, — 4 3 Ya
-+—+4+k) <L
( 2w ) * (4 * 27 )
A questo punto poniamo Z, = ”’3—;4 e Yqg = % + 4= ottenendo che per 0 < y, < 2 si ha % < ge < %, e la
disequazione:

T2+ (Jo+ k)* < 1.

Condizione necessaria perché tale disequazione sia soddisfatta ¢ che (7, + k)? < 1, ed essendo % < gg < %, cio

implica necessariamente che se k, Z,, g, soddisfano la disequazione, allora 3/4+k < 1 e 7/4+k > —1 pertanto
ke {-2,-1,0}.

_4\?2 3 2
Nel caso k = 0, si ha: |zo—4|<27r<:>37:§+gj§<1<i><9Ua27T ) +(+y“> < 1.

a_4 1 a 2
Nel caso k= —1,si ha: [z_; —4| <21 = 32+ (Ja — 1)’ < 1 & i -+ 2} <1
2m 4 27

Tq —4 2 5 Ya 2

2m 4 27
Si ha dunque: Posto @ ={z € C: 3/4 <Im(z) < 7/4}, Bp={2€C: |z| <1}, By={z€C: |z —i| < 1},
By ={z€C: |z—2i| <1}, a = &, + iy, si ottiene:

Nel caso k = —2, si ha: |29 —4| <2r < 32 4 (§, — 2)° <1 &

@€ Q0 (((ByUB2)\ B))U(B2\ (ByUB))) = Q0 ((B2\ B1)U(B2 \ (BoUB))) = N = 1.
&GQQ((BOUBQ)HBl> = N, = 2.

&EQ\(BQUBlLJBQ):}Na:O.

L’integrale non esiste se @ € Q N (0By U 8By U dB3). Si osservi che @ N (By \ B1) = 0. Nel caso particolare
a € R, ovvero y, = 0, si ha che |z_3 — 4] > 27. La discussione diventa:

z, —4\? z, —4\? 7 7r
|20 — 4| < 27 & +—<le < — &z, — 4] < VT
2 I 16 2

—4\? —4\? 15
o — 4 <2r & (22 fo<le < 2 & |za — 4] < SV/15.
2 ™ 16 2

Pertanto, si ha (ricordando a = z, € R)

—20me™*  sela—4| < g\ﬁ
non esiste sea =4+ g\ﬁ
/ L,dz —{ —10me™®  se ~VT< la — 4| < TVi5
r e* +e% 2 T 2
non esiste sea =4+ 5\/ 15
0 se |a—4\>g\/15.

Esercizio 6.24. Calcolare il seguente integrale:

+oo 1
/ g
oo L1494

Soluzione 6.24. Consideriamo la funzione:

zeC.
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Si ha che f presenta singolarita per 9z4+1 = 0 ovvero per 2* = £e!G*D7™ | € 7, quindi per 2, = ?ei(%*l)”/‘l,

k=0,1,2,3. Si tratta di poli semplici, il calcolo del residuo & immediato:

. . Z— Zk 1 2k
eS(fa Zk}) zi»Hzlk(Z Zk)f(z) zLHzlk (1 + 924) _ (1 + gzg) 9. 422 4

Si ha che zy e z; hanno parte immaginaria strettamente positiva, mentre le loro coniugate z3 e zo hanno parte
immaginaria strettamente negativa. Fissato R > maxy 25|, consideriamo il circuito g costituito dall’arco
di circonferenza centrato nell’origine passante per R e —R e giacente nel semipiano dei complessi con parte
immaginaria strettamente positiva, orientato in senso antiorario, e dal segmento reale congiungente —R a R.

/ f(2)dz = 2mi(Res(f, z0) + Res(f, z1))

Si ha che, per R — oo l'integrale di f sul pezzo curvo tende a zero perché il grado del denominatore di f e di
quattro unita superiore a quello del numeratore, e I’altro tende all’integrale richiesto. Pertanto:

—+oo
/ ;dt:m(_@_@)zﬂ,
o 14984 4 4 6

ricordando le definizioni di zg e 21.
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Metodi Matematici per I'Ingegneria
(Prof. Giuseppe Savaré)

Correzione Esercizi I prova in itinere
Dott. Antonio Marigonda °

Pavia, 4 Dicembre 2007

Esercizio 6.25.
1. Sia I'; la circonferenza di centro i e raggio v/5 orientata in senso antiorario. Calcolare:

ez+2
_-— d
751 <z2—|—4z+5 +cos(5z)> z

2. Sia T'; la circonferenza di centro 2i e raggio v/5 orientata in senso antiorario. Calcolare:

ez+l
_-— d
7{“2 <22+22+5 +cos(5z)> 2z

3. Sia I's la circonferenza di centro 37 e raggio v/10 orientata in senso antiorario. Calcolare:

ezfl
- 1 d
ji (Z2_2z+10+cos( 02)> z

4. Sia I'y la circonferenza di centro 47 e raggio v/20 orientata in senso antiorario. Calcolare:

6272
_-— 2 d
?{“4 (z2_4z+20+cos( Oz)> z

Soluzione 6.25.

1. La funzione cos(5z) ¢ olomorfa su tutto C, pertanto il suo integrale esteso ad un qualunque circuito chiuso
¢ nullo.

ez+2 5 d ez+2 5 d ez+2 d
£1(22+4Z+5+COS( z)) 2£1(22+4Z+5>+7§1COS( 2) 2£1(22+4z+5> z

Studiamo le singolarita della funzione integranda

ez+2
Z)= ———.
/() 2244245
Esse corrispondono alle soluzioni di 22 + 4z + 5 = 0, ovvero z; = —2 + i, 25 = —2 — i. Per studiare se
cadono all’interno di I'y, andiamo a calcolare la loro distanza dal centro di I';. Si ha |z —i| =2 < V5
pertanto z; & interna a I';, mentre |zp —i| = | — 2 — 2i| = /8 > /5, pertanto 2o & esterna. Si poteva

arrivare allo stesso risultato disegnando sul piano complesso la circonferenza I'y e le due singolarita. z; &
un polo semplice, calcoliamo il residuo della fuzione integranda in z;

621 +2 ei

Res(f,2z1) = lim (z — z1) f(2) =

z—2z1 21 — k2 23

5 Antonio Marigonda, Dipartimento di Matematica F. Casorati, Universita di Pavia, Ufficio E22,
email: antonio.marigonda@unipv.it
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Per la formula dei residui, si ha:

ez+2 .
fgl (+4+5 + cos<5z>) dz = 2miRes(f, 21) = me'.

. La funzione cos(5z) ¢ olomorfa su tutto C, pertanto il suo integrale esteso ad un qualunque circuito chiuso
¢ nullo.

ez+1 p ez-i—l p ez+1 J
—_— ) = —_— 5 = —_— .
7{2(2“2%5“08( Z)) ’ fféz(zz+2«z+5>+7icos( 2z f[}Q(%MHS) ’

Studiamo le singolarita della funzione integranda

ez+l
)= —5———.
/() 224+22+5
Esse corrispondono alle soluzioni di 22 + 2z + 5 = 0, ovvero z; = —1 + 24, 2o = —1 — 2i. Per studiare se
cadono all'interno di 'y, andiamo a calcolare la loro distanza dal centro di I'y. Si ha |z; —2i| =1 < V5
pertanto z; ¢ interna a 'y, mentre |2y — 2i| = | — 2 — 4i| = v/20 > /5, pertanto z; ¢ esterna. Si poteva

arrivare allo stesso risultato disegnando sul piano complesso la circonferenza I'; e le due singolarita. z; €
un polo semplice, calcoliamo il residuo della fuzione integranda in z;

e*1 +1 621'

Res(f,21) = lim (z — 1) f(2) =

z2—21 Z1 — 29 43

Per la formula dei residui, si ha:

j{ . + cos(5z) | dz = 2miRes(f, z1) e
- z 2z = 2mi 21) = —e”.
r, \22+2245 e 2

. La funzione cos(10z) ¢ olomorfa su tutto C, pertanto il suo integrale esteso ad un qualunque circuito
chiuso & nullo.

ezfl ezfl ezfl
ﬁg (z2_22+10+cos( Oz)> z ji’ <z2—2z+10)+%p3008( 0z)dz f}s (22—2z+10> z

Studiamo le singolarita della funzione integranda
z—1

1@ = 70710

Esse corrispondono alle soluzioni di 22 — 2z + 10 = 0, ovvero z; = 1 + 3i, 20 = 1 — 3i. Per studiare se
cadono all’interno di I's, andiamo a calcolare la loro distanza dal centro di I's. Si ha |21 — 3i| =1 < V10
pertanto z; ¢ interna a I's, mentre |20 — 3i| = |1 — 6i] = v/37 > /10, pertanto zp ¢ esterna. Si poteva
arrivare allo stesso risultato disegnando sul piano complesso la circonferenza I's e le due singolarita. z; &
un polo semplice, calcoliamo il residuo della fuzione integranda in z;

621—1 631,

Res(f,z1) = lim (z — z1) f(2) =

z—2z1 Z1 — 22 61 ’

Per la formula dei residui, si ha:

z—1 .
% (2,’2622;4>10 + COS(lOZ)) dZ = 27TZ'RGS(f, 21) = ge?’l.

. La funzione cos(20z) ¢ olomorfa su tutto C, pertanto il suo integrale esteso ad un qualunque circuito
chiuso & nullo.

6272 6272 ez72
_— 2 dz = _— 20z) dz = —— ] d
£4 (22—4z+20+008( Oz)> z ﬁ4 <z2—4z+20)+%p4008( 0z)dz ﬁ4 <22—4z+20> z
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Studiamo le singolarita della funzione integranda
z—2

) = a0

Esse corrispondono alle soluzioni di 22 — 4z + 20 = 0, ovvero z; = 2 + 4i, 2o = 2 — 4i. Per studiare se
cadono all’interno di I'y, andiamo a calcolare la loro distanza dal centro di T'y. Si ha |z — 4i| =2 < V20
pertanto z; ¢ interna a I'y, mentre |20 — 4i| = |1 — 8| = v/65 > /20, pertanto zp ¢ esterna. Si poteva
arrivare allo stesso risultato disegnando sul piano complesso la circonferenza I'y e le due singolarita. z; e
un polo semplice, calcoliamo il residuo della fuzione integranda in zq

z1—2 641'

e

Res(f,z1) = lim (z — z1) f(2) =

z—2z1 Z1 — 29 81

Per la formula dei residui, si ha:

z—2 ‘
f <22_22+20 + cos(20,z)> dz = 2mwiRes(f, z1) = %em.

Esercizio 6.26.

1. Si consideri il segnale reale u; 3-periodico definito nell’intervallo [0, 3) da:

1 telo,1)
ui(t) =14 0 t€[1,2)
1 tel2,3)

Dopo aver verificato che il segnale ¢ sviluppabile in serie di Fourier e averne disegnato il grafico, scriverne
lo sviluppo in forma esponenziale e trigonometrica. Calcolare infine:

>

sin( 2~ k‘) cos( 2 k)

2. Si consideri il segnale reale ug 4-periodico definito nell’intervallo [0,4) da:

1 telo,1)
us(t) =14 0 te[1,3)
1 te[s,4)

Dopo aver verificato che il segnale & sviluppabile in serie di Fourier e averne disegnato il grafico, scriverne
lo sviluppo in forma esponenziale e trigonometrica. Calcolare infine:

o . ﬂ—
Z sin( G k) cos(5k)

k=1

3. Si consideri il segnale reale ug 5-periodico definito nell’intervallo [0,5) da:

1 telo1)
us(t) =4 0 t € [1,4)
1 te[4,5)

Dopo aver verificato che il segnale & sviluppabile in serie di Fourier e averne disegnato il grafico, scriverne
lo sviluppo in forma esponenziale e trigonometrica. Calcolare infine:

i sin( 2™ cos( k)

k=1
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4. Si consideri il segnale reale uy 6-periodico definito nell’intervallo [0, 6) da:

1 tel0,1)
ug(t) =< 0 te[l,b)
1 te€[5,6)

Dopo aver verificato che il segnale ¢ sviluppabile in serie di Fourier e averne disegnato il grafico, scriverne
lo sviluppo in forma esponenziale e trigonometrica. Calcolare infine:

oo . 71-
Z sin(§k) cos(5k)

k=1

Soluzione 6.26. Sia u uno dei segnali dell’esercizio, detto T il suo periodo, poniamo w = 27 /7. u & limitato e
periodico quindi sviluppabile in serie di Fourier. Sia 0 < ¢ < T. Si ha u(—t) = u(T — t) per periodicitad. Dal
grafico, oppure per calcolo diretto, si ottiene poi u(T —t) = u(t). Quindi u(t) = u(—t). Il segnale pertanto &
pari, quindi nel suo sviluppo in serie di Fourier tutti i coefficienti dei termini seno sono nulli. I coefficienti nello
sviluppo esponenziale sono (k € Z):

1 /T T/2 1 ! 9
o = = u(t)dt = / :—/ dt = —.
T/2 T ), T

/ ikwt 1 T/ () ikwt 1 ! ikwt
L = = *Z“dtz—/ ute*“”dt:—/ e Pt dt
T J 72 T4
e~ thw 1 tkw —tkw
- = kot = - 1 (eikw_e—ikw):ek ’—6 i
T —tkw | _; ikTw k2w
~ sin(kw)
N kr
Notiamo che ¢, = ¢ Nello sviluppo trigonometrico si ha (k € N):
4 in(k
ag = 2¢cop = —, ak:Ck+C,k:2Ck=281n( W), b = 0.
T km

Si ha dunque:

u(t) = 2 n Z sin(kw) gkt _ 2 n i 2 sin(kw) cos(kwt).

T km T km
k#0 k=1
Nella fattispecie si ha
27 2 2r 7 27 2 2r 0w
w = — = =77 Wy = — = — wa = — = —T Wy = — = —
T3 T, ST T 5 T3
e quindi:
2 SIN(2k7/3) oiprsze 2 | o 28in(2k7/3)
w(t) = §+ZT6 *§+277r cos(2km/3t)
k#£0 =
1 Sin(k7/2) iprjar 1 o 2sin(km/2)
Ug(t) = §+ZT€ 7§+ZT COS(k’]T/?t)
k#0 k=1
2 SIN2KT/5) sipnsse 2 | o 28in(2km/5)
k#0 k=1
1 51n(k77/3) szr/3t 1 - (kﬂr/ )
ug(t) = 3 + kgo € =3 Z 7% cos(km/3t)
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Poiché u e regolare a tratti, la sua serie di Fourier in ¢ converge a t nei punti di continuita e alla media tra il
limite destro e il limite sinistro di » nei punti di discontinuita. Nel nostro caso, in t = 1 il segnale u ¢ discontinuo
e si ha

lim u(t) =0, lim wu(t) = 1.

t—1+ ®) t—1- ®)

Pertanto per ¢ = 1 la serie converge a 1/2, percio:

1 2 & 2sin(kw)
5T + ]; T cos(kwt),

da cui

4T

Nella fattispecie si ha:

i sin(2L k) cos( k) 1
km 12
k=1
i sin(5k) cos(5k) 0
km B
k=1
i sin(2°k) cos(Z k) _ 1
P km 20
i sin(5k)cos(§k)
km 12
k=1

Esercizio 6.27. Trovare le radici in campo complesso delle equazioni:
1. 2248 =0,e*—1=—i
2. 22 —-8i=0,e+1=1
3. 25 —2Ti=0,e*+2=—-2
4, 234 2Ti=0,e*—2=—2

Soluzione 6.27.

B48i=0 = 25=2%(—i)=28e /2T o o = 9eIT/6F2T/3 o — 01,2
= 29 =2e /0 2 = 2e"/2 o = 2£'77/6
= 20=V3—i,21=2,20=—-V3—1i
2P —8i=0 = 2°=2%=2%"/2F2%kT o o — 9eim/6+2kT/3 1 —( 1,2
= 20 = 2e’i7'l'/67 2 = 267;71-5/6, 29 = 2€i7T9/6 _ 2ei7T3/2 _ 2671'71'/2
= 20=V3+1i, 21 =—V3+i, 20=—2i
B4mi=0 = 2% =3%(—i) = P /IR o 5 = e I/OH2RT/3 | — (1,2
= 2= 3e—i7r/67 2 = 361'71'/2’ 29 = 3€i7r7/6
3 , _ 3 .
= 20= 5(\/5—2), 21 = 3i, 29 = —5(\/5—2)
2’3 —97i=0 = 23 _ 332 _ 33€i7r/2+2k7'r = 2 = 3ei7r/6+2k71'/3’ k= 0, 172
= 29 =3¢/, 5 = 3eiT/6 5y = 3616 — 96im3/2 _ go—im/2
3 . 3 _ .
= zp= 5(\/§+z), 21 = —5(\/§+1), 20 = —3i
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1
ef—1=—-i = ¢ 1—i:>zzlog(|1—i|)+iarg(1—i)zilog2+i(—7r/4+2k7r),k:€Z

1
ef+1=i = ¢° —1+i:z=log(|—1+i|)+iarg(—1+i):510g2+i(37r/4+2k7r),k‘6Z

1
ef+2=-21 = ez:—2—2i:>z:10g(|—2—2i|)—|—z’arg(—2—2i):510g8+i(—377/4+2k‘7r),kEZ

1
e —2=-2i = ez:2—2i:>zzlog(\2—2i|)—|—iarg(2—2i):510g8+i(—ﬂ'/4+2kﬂ'),keZ

Esercizio 6.28. Determinare la somma e il raggio di convergenza delle serie di potenze:

o) _ +oo o0 -1 +oo
on lzn B gn—1,n B
, § 2n22n 27 E , § 3nz3n 3
n! n!
n=0 n=1 n=0 n=1
[ee) _ —+oo o0 1 —+o0
qn lzn 5n o
4dn—4 5n—>5
E Y E dnz , E Y E nz
n=0 ’ n=1 n=0 ’ n=1
oluzione 6.28. Sia a e consideriamo:
Sol 6.28. S €42,3,4,5 d
oo — oo oo
Z a" 1 a"z" 1 (az)™  e%*
1 q Z I a Z nl
= o a‘= nl a‘= ! a
e il suo raggio di convergenza ¢ r = oo.
Sia a € {2,3,4,5} e consideriamo:
oo oo
§ anz®" "% = g § :n(za)n—l
n=0 n=0

Posto w = 2%, si ha:

nZ:O anz o anzzo n anZ:o dww adw (Z v ) adw (1 — w) (1—w)? (1 —29)2

n=0

e il suo raggio di convergenza ¢ quello della serie geometrica > - (2*)", quindi si deve avere |z%| < 1 e quindi
r=1.

Esercizio 6.29. Sia I'; il rettangolo di vertici 3/2 —i4/3, 3/2+44/3, —1/2 4 i4/3, —1/2 — i4/3, orientato in

senso antiorario. Calcolare 5
3z
Il = " 3 dz
r, sinmz

Sia I'y il rettangolo di vertici 4/3 — /2, 4/3 +i3/2, —4/3 +i3/2, —4/3 — i3/2, orientato in senso antiorario.

Calcolare 5
2
L= ]f =iz
r, Sinmz

Sia I'3 il rettangolo di vertici 4/3 —i3/2, 4/3 +i/2, —4/3 + /2, —4/3 — i3/2, orientato in senso antiorario.

Calcolare 5
4
Iy = ]f iz
I, Sinmz

Sia I'y il rettangolo di vertici 1/2 —i4/3, 1/2 +144/3, —3/2 +i4/3, —3/2 — i4/3, orientato in senso antiorario.
Calcolare
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Soluzione 6.29. Da sistemare

Studiamo la funzione: 5

z
=——7,2€C.
/() sinme?’ ©
Sara utile in seguito osservare che f presenta le seguenti simmetrie:
(—2)° : (i2)* .28 ‘
—z) = = — zZ 12) = = —1 =1 zZ).
1(=2) sin 7(—2z)2 1), 1) sin(iz)2 sin(—mz2) 1)

La funzione f presenta singolaritd nei punti dove sin(7z?) = 0, ovvero per 7z? = km, k € Z ovvero per
2 = Vk con k > 0, per z, = —Vk con k > 0, per wy, = iv/—k con k < 0 e per wy, = —i/—k con k < 0. La
singolarita zg = 0 ¢ eliminabile, infatti lim,_,¢ f(z) = 0. All'interno di I'; cadono: z1, z2, w_1, wy. All'interno
di I'y cadono: z1, z_1, wi, we. All'interno di I's cadono: z1, z_1, w_1, w_o. All'interno di I'y cadono: z_1, z_s,
w1, W-1-
Nella fattispecie z1 = 1, 29 = \/5, z1=—21=1,2_9= —\/§, wy =121 = i, Wo = 123 = i\/i w_q, = —wi; = —1i,
W_9g = —Wgy = 72\/5
Grazie alle simmetrie di f, si ha in particolare per ogni ¢ € C:

lm (z+Qf(2) = = lim (=2 = Of() = = lim (w— O f (<) = lim (w — O)f(w) = lim (= = )/ (2)
lim (:=iQ)f(z) = i lim (=iz = )f(2) = lim (w = O)f () = = lim (w— ) w) = ~ lim (s = )/ (2

Tali singolarita sono poli semplici:

(2 — 21)2° ~ lim (z—1D((z=1)+1)3

Zlerle(z —a)f) = ler%(z — A=) = lliq sin(mz2)  z-1-0 sin(m(z — 1+ 1)2)
B ww+1) w(w +1)3
~ w-osin(m(w+1)2) w0 sin(rw? + 27w + 7)
) w(w +1)3 ) w(w +1)3
= —lim —7r———— = — lim — "
w—0 sin(mw? + 27w) w—0 sin(mw?) cos(2rw) + cos(rw?) sin(27w)
1)3 1
= —lim sin(rw?) (w * ) sin(2rw) =75
w=0 2202 cos(2mw) + cos(mw? ) == 2m

3 3
Jim (2 - 29)f(z) = Zliﬂ\}i(z —V2)f(2) = Zliﬂ\}i (;n(ii);; = Z_hj%LO (zsmx(f()z((_z \/5\/_?)\;%)\2/)5)
ww+v2)> w(w + v/2)3
w0 sin(r(w+v2)2) w0 sin(mw? 4 2v/27w + 27)
= lim w(w + v2)° = lim w(w +v2)°
w=0 sin(rw? + 2v/27w)  w—0 sin(rw?) cos(2v/2mw) + cos(mw?) sin(2v/27w)

(w+v/2)3 2v2 1

lim — X = =
w—0 75”1(;:’”2) cos(2v/2mw) + cos(ww%@ 2Vor

Dai calcoli precedenti, sfruttando le simmetrie di f, otteniamo i residui:

Res(f,z1) = Res(f,2-1) = *%, Res(f,w1) = Res(f,w_1) = %
Res(f,z2) = Res(f, z—2) = %, Res(f,w2) = Res(f,w_s) = ,%.
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Si poteva procedere anche nel seguente modo alternativo:
ricordiamo il seguente criterio: sia f(z) = h(z2)/g(z), e sia zo un punto per cui si abbia h,g olomorfe in un

intorno di zg, h(z0) # 0, g(z0) =0, ¢'(20) # 0. Allora si ha:

. . Z— 20 h(zo)
Res(f,zp) = lim (z — 2 z) = lim h(z) = .
(f 0) z—»zo( O)f( ) 220 g(Z) — Q(Zo) ( ) 9/(2’0)
Osserviamo che, nel nostro caso si ha f(z) = 28 con h(z) = 23, g(z) = sin(nz?) olomorfe. Inoltre ¢'(z) =
21z cos(mz2?) = —g'(—2) e ¢'(iz) = 2miz cos(—mz) = 27z cos(nz) = ig'(z). Si ha:

h(Zl) =1 h(Z_l) =-1 h(ZQ) = 2\/5 h(Z_2> = 72\/5
g(z1)==2r g(z_1) =21 ¢'(2)=2V21r ¢'(2_2) = —2V2rm

h(wl) = —1 h(w_l) =1 h(wg) = 712\& h(’u}_g) = 12\@
g (w) = =2t g(w_1) =2t ¢ (w) =i2V21 g¢'(w_o) = —i2y/27

g(z11) = glws1) = 0, ¢'(2) = 27z cos(n2?), e si ha ¢'(241) = £2mcos(w) = F27, ¢'(w+1) = +27icos(—7) =
F2mi. Dal criterio precedente si ha allora:

Res(f,z1) = Res(f,z-1) = *%, Res(f,w1) = Res(f,w_1) = %
Res(f, z2) = Res(f,z_2) = %, Res(f, ws) = Res(f,w_s) = _%.

Dal teorema dei residui si ha:

=3 f(2)dz=3 -2mi(Res(f, z1) + Res(f, 22) + Res(f,w1) + Res(f,w_1)) =3i(-1+2+1+1) =9
Iy

I,=2 [ f(2)dz=2-2mi(Res(f,z1) + Res(f,z—1) + Res(f,w1) + Res(f,w2)) =2i(-1 —-1+1—2) = —6¢
I'>
Is=4 [ f(z)dz=4 2mi(Res(f,z1)+ Res(f,z-1) + Res(f,w_1) + Res(f,w_2)) =4i(-1—-1+1—-2)=—12¢
T2

I, =5 [ f(z)dz="5" 2mi(Res(f,z_1) + Res(f, z_2) + Res(f,w1) + Res(f,w_1)) =5i(-1+1+1+2) =15¢
T

Esercizio 6.30.

1. Sia w1 un segnale reale 4-periodico i cui coefficienti a5, by valgano entrambi 2.
4

E’ possibile che / u?(t) dt = 4?7
0

4 4
1
Sapendo che / u?(t) dt = 16, determinare 1/ u(t) cos(mt) dt.
0 0

2. Sia ug un segnale reale 3-periodico i cui coefficienti ag, by valgano entrambi 2.
3

E’ possibile che / u?(t) dt = 3?7
0

3 4
1 2
Sapendo che / u?(t) dt = 12, determinare 1/ u(t) cos(gt) dt.
0 0

3. Sia uz un segnale reale 5-periodico i cui coefficienti a7, b7 valgano entrambi 2.
7

E’ possibile che / u?(t) dt = 57
0

0 I 4
Sapendo che / u?(t) dt = 20, determinare 5/ u(t) cos(%t) dt.
0 0
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4. Sia uy un segnale reale 6-periodico i cui coefficienti as, by valgano entrambi 2.

6
E’ possibile che / u?(t) dt = 67
¢ 1 [° 4
Sapendo che / u?(t) dt = 24, determinare 6/ u(t) cos(gmf) dt.
0 0

Soluzione 6.30. Se un segnale reale periodico di periodo T e sviluppabile in serie di Fourier, e si ha

u(t) = C;—O + Z ay, cos(2km /Tt) + by sin(2k7 /Tt),
k=1

allora vale I'uguaglianza di Parseval:

M&

1 T
7,

Pertanto se esistono due coefficienti ay, by tali che

;gak—l—bz

—/ ﬁ<(ﬁ+@)

I'uguaglianza di Parseval non puo essere verificata. Nel nostro caso:

1. 1 04 ui(t)dt =1, 1(a? + b%) = 4, quindi non & possibile.

2. 1 03 uj(t)dt =1, 1(a3 + b3) = 4, quindi non & possibile.
3.1 05 ud(t)dt =1, 1(a? + b2) = 4, quindi non & possibile.
4. % 0 uj(t)dt =1, 1(a3 + b3) = 4, quindi non & possibile.

Sempre dall’uguaglianza di Parseval, si deduce che se k > 0 ¢ un intero fissato, si ha:

oo

2
1
—/ mfﬁ +¥4;f - E %+ﬁ

l\D

In particolare, se esiste k > 0 tale per cui 7 fOT u?(t)dt = %(a% +b2), allora si deve avere a; = by = 0 per ogni
k # k, quindi, in particolare, per ogni k # k

—/ ) cos(k2m/Tt) dt = 0.

Nel nostro caso, tale fenomeno si verifica per tutti e quattro i segnali considerati, pertanto i quattro integrali
richiesti sono tutti nulli.
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Metodi Matematici per I'Ingegneria
(Prof. Giuseppe Savaré)

Correzione Esercizi Il prova in itinere
Dott. Antonio Marigonda ©

Pavia, 28 Gennaio 2008

Esercizio 6.31. Si calcolino le trasformate di Fourier dei seguenti segnali:

d —8mit . -
up(t) == o (1+25t2) , uy (t) := e¥rect(4t + 2), ug(t) = sign(t)e 0N,
—2mit
vo(t) := (1 " 9t2) v1(t) := e*rect(2t + 1), va(t) = sign(t)e 2",
d Gwzt o . s
wop(t) := 7\ 15162 wi (t) := e®'rect (4t — 2), wa(t) = sign(t)e .
47mt
zo(t) = (1 n 4t2> 21 (t) == e?*rect(2t — 1), 25(t) = sign(t)e 3N,

Soluzione 6.31. Dati a,b € R, b # 0, sia
d eQwait
ut) =g <1 +b2t2> '

62a7rit 1 2amit 1 1 2amit
O=tiwr = " a0
b

Si ha u(t) = h'(t) con

Dalle tavole si ricava §(f) = bre~1?7fI/® pertanto si ottiene fz(f) = b%g(f — a), osservando che h(t) &, a meno
di una costante, una modulazione di g(¢). Dalla formula di trasformazione della derivata:

i) = 2mifh() = 2 amis-orm,

Nel nostro caso:

272
to(f) = szf e 2mIF A5 posto a = —4, b = 5.
2725
oo(f) = TFTZf e~ 2mIH/3, posto a = —1, b= 3.
2.
wo(f) = 7T272f e8Iz posto a =3, b= 4.
Z0(f) =nife ™20 posto a =2, b= 2.

Dati a,k € R, k > 0, consideriamo ora v(t) := e%rect(kt + k/2) e poniamo g(t) := rect(kt + k/2). Si ha
che g(t) = 1 se e solo se —1/2 < kt + k/2 < 1/2, altrimenti & nulla. Cio implica che g(t) = 1 se e solo se
—(1+Fk)/2k <t < (1 —k)/2k, altrimenti ¢ nulla e dunque g(t) = X (—(14k)/2k,(1=k)/2k) (£). Si ha quindi

+oo , (1—k)/2k 4 pla—2mif)t] t=(1=k)/2k
o(f) = / eatg(t)e—%wft dt:/ ela—2mif)t gp _ {2]
—c0 —(14k)/2k a—2mif b= (1+k)/2k
ela=2mif)(1-k)/2k _ ,—(a—2mif)(1+k)/2k
B a—2mif

6 Antonio Marigonda, Dipartimento di Matematica F. Casorati, Universita di Pavia, Ufficio E22,
email: antonio.marigonda@unipv.it
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Cio implica che:
e—3(4—mif)/4 _ ,—5(4—mif)/4

a1 (f) = S 2nif , posto a =8, k = 4.
A o—(2-7if)/2 _ —3(2—mif)/2
01(f) = . , posto a =4, k= 2.

Dati a,k € R, k > 0, se consideriamo ora v(t) := e*rect(kt — k/2) e poniamo g¢(t) := rect(kt — k/2). Si ha
che g(t) = 1 se e solo se —1/2 < kt — k/2 < 1/2, altrimenti & nulla. Cio implica che g(t) = 1 se e solo se
(k—1)/2k <t < (k+ 1)/2k, altrimenti ¢ nulla e dunque g(t) = X (x—1)/2k,(k+1)/2k) (t). Si ha quindi

+oo ) (k+1)/2k ) e(a*Zﬂ'if)t t=(k+1)/2k
ZA)(f) = / 6atg(t)ef27rzft di = / e(a72ﬂ'zf)t dt — |::|
—oo (k—1)/2k a —2mif = (k—1)/2k
a—2mif)(k+1)/2k a—2mif)(k—1)/2k a—2mif)/2
_ el HkE+1)/2k _ o F(k=1)/ B el / (e(a_zm-f)/zk _ e—(a—27rif)/2k)

a—2mif a—2mif
ela—2mif)/2

= 30— 2ri]) sinh ((a — 2mif)/2k).

Cio implica che:
e(3=mif)5/4 _ ,(3—mif)3/4

wy(f) = 6 2nif : posto a = 6, k = 4.
A c(1=mif)3/2 _ J(1-mif)/2
Z1(f) = > omif , postoa =2, k=2.

Dato a > 0, consideriamo ora
w(t) = sign(t)e ! = H(t)e™ ™ — H(—t)e Y
Posto g(t) = H(t)e™ 5, si ha w(t) = g(t) + g(—t) e dalle tavole si ricava

1 a—2mif

9(f) = a+2mif T a2 +4m2f2

Poiché la trasformata di g(—t) € g(—f) per le formule di cambiamento di scala, si ottiene:

B(f) = a—2mif B a+2mif . 4mif
w T4t @ t4n2fr T a2 anif?
Nel nostro caso: dmif
. i
Ug(f) = —m, pOStO a = 6.
. dmif
'UQ(f) = _m7 pOStO a=2.
R 4mif
wa(f) = "5 1 an2f? posto a = 5.
. 4dmif
Z2(f):_79+47r2f2’ posto a = 3.

Esercizio 6.32.

1. Si consideri il segnale v lineare a tratti, continuo, nullo al di fuori dell’intervallo [1,10] il cui grafico
¢ costituito dai segmenti congiungenti i punti (1,0), (4,9), (7,9), (10,0). Calcolare la trasformata di
Laplace di v e dedurne la trasformata di Fourier.
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2. Si consideri il segnale v lineare a tratti, continuo, nullo al di fuori dell’intervallo [1,13] il cui grafico &
costituito dai segmenti congiungenti i punti (1,0), (5,—4), (9,—4), (13,0). Calcolare la trasformata di
Laplace di v e dedurne la trasformata di Fourier.

3. Si consideri il segnale v lineare a tratti, continuo, nullo al di fuori dell’intervallo [1,7] il cui grafico &
costituito dai segmenti congiungenti i punti (1,0), (3,—2), (5,—2), (7,0). Calcolare la trasformata di
Laplace di v e dedurne la trasformata di Fourier.

4. Si consideri il segnale v lineare a tratti, continuo, nullo al di fuori dell’intervallo [1,16] il cui grafico &
costituito dai segmenti congiungenti i punti (1,0), (6,10), (11,10), (16,0). Calcolare la trasformata di
Laplace di v e dedurne la trasformata di Fourier.

Soluzione 6.32. 1. Il segnale ¢ continuo e regolare a tratti. Si ha v'(t) = 3x(1,4)(t) — 3x(7,10)(t) per t ¢
{1,4,7,10}, e v'(t) € L?(¢) & l'unica primitiva causale di v. Quindi dalla formula:

/ 1 4 10
,C’U(S) _ Lv (3) _ = 367515 dt — 367515 ds | = 73(6745 —eS — 67105 + 6775)
2
s s \J1 7 s
3e*

= —— (6735 _1— 6795 4 6768)
S

Il segnale v € assolutamente integrabile e causale, quindi il dominio di £f contiene il semipiano immaginario

e si ha: (2mif)
o(f) = Lo(2rif) = 3?27”0)2 (676m‘f 1 e 18mif 67127rif)
2. Il segnale ¢ continuo e regolare a tratti. Si ha v'(t) = —x,5)(t) + x(0,13)(t) per t ¢ {1,5,9,13}, e

v'(t) € L3(t) & 'unica primitiva causale di v. Quindi dalla formula:

E / 1 5 i 13 1
KU(S) _ v <5> _ 2 (/1 _e— st dt+A et ds) _ 57(6_58 — e _6—135 _’_e—gs).

S S

Il segnale v & assolutamente integrabile e causale, quindi il dominio di £f contiene il semipiano immaginario
e si ha: 4
o(f) = Lo(@rif) = _e_(2mf) (€8T 1 _ e=2mif | o~ 16mif)
2nf)?
3. Il segnale ¢ continuo e regolare a tratti. Siha v'(t) = —x(1,3)(t)+x(5,7) () pert ¢ {1,3,5,7}, e v'(t) € L*(¢)
¢ I'unica primitiva causale di v. Quindi dalla formula:

/ 1 3 7 1
Lu(s) = Lv(s) _ 1 (/ —e St dt +/ e st ds) = ;2(@*35 —e T —e T g e,
1 5

S S

Il segnale v € assolutamente integrabile e causale, quindi il dominio di £f contiene il semipiano immaginario
e si ha:
e~ Cmh) 127 8mi
ﬁ(f) = E’U(?ﬂ'lf) = 7w(67 mif 1 e 12mif +e 'mf)
4. Il segnale ¢ continuo e regolare a tratti. Si ha v'(t) = 2x(1,6)(t) — 2x(11,16)(t) per t ¢ {1,6,11,16}, e
v'(t) € L3(t) & 'unica primitiva causale di v. Quindi dalla formula:

E / 1 6 ) 16 2 i i
£U(S) _ v <5> _ 2 (/ 2e=5t dt +/ 2e— st dS) _ —7(6_6‘8 e — 6—163 + e—lls)-
1 1

s s 1 s

Il segnale v & assolutamente integrabile e causale, quindi il dominio di £f contiene il semipiano immaginario
e si ha:
9¢—(2mif)

,ﬁ(f) — ﬁ’U(27TZf) — _ (27Tf)2 (e—loﬂif —1— e—307rif 4 e—207rif)
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Esercizio 6.33. Risolvere i seguenti problemi di Cauchy in avanti (per ¢ > 0):

1wl (t) — 42u(t) = 16, u(0) = «/(0) = w”(0) = 0, u”(0) = 1.
2. u(™)(t) — 252u(t) = 25, u(0) = u'(0) = v (0) = 0, w”(0) = 1.
3. ul™)(t) — 81u(t) =9, u(0) = u'(0) = u(0) = 0, u"(0) = 1.
4. u)(t) = 16u(t) = 4, u(0) = u'(0) = u(0) = 0, u”(0) = 1.

Soluzione 6.33. Consideriamo ’equazione per a,b # 0:
u™) (1) — au(t) = b, u(0) = u'(0) ="' (0) = 0, v’ (0) = 1.

Indicata con U(s) la trasformata di u(t), si ha:

54U(s) —su”(0) — azu(s) = é,
s
da cui si ottiene:
82 +b 82 +b st
U(s) = s(st—a?)  s(s2—a)(s®+a) u(t) = H(t) § Res(U(s)e™", si),

dove la sommatoria ¢ estesa alle singolarita di . Osserviamo che tali singolarita sono date da 0,£+/]a| se
a=0>b,eda0,++/|a|],£i\/|a| se a # b. In tutti i casi si tratta di poli semplici, & possibile pertanto applicare la
formula di Heaviside. Se a = b, dopo aver semplificato il fattore comune, si ha che la derivata del denominatore
¢ 352 —a:

U(t):H(t)(—+ eVialt 4 5c¢ ‘”):Hy)(cosh( lalt) — 1).

Se a # b, si ha che la derivata del denominatore risulta 5s* — a?:
b bia’fi alt biai alt b+a _ alt b+a alt
H(t) b—a a
= = (—b + cos(+/|alt) + cosh( a|t)> .

Nel nostro caso:

1. ul®)(t) — 4%u(t) = 16, si ottiene ponendo a = 4, b = 16 e la soluzione e

— IR AP TR O VTR IR R
u(t) = H(t)< 1+16e +16e +166 +166
Ht
= T() (—8 + 3 cos(2t) + 5cosh(2t)) .

2. ul™)(t) — 25%u(t) = 25, si ottiene ponendo a = b = 25 e la soluzione &:

u(t) = H(t) ( 1, 5—10 oy % 5t) = h;(;) (cosh(5t) — 1).

3. ul™) () — 81u(t) = 9, si ottiene ponendo a = b = 9 e la soluzione &:

u(t) = H(t) (‘é + % 4 118€3t> = @(cosh(?ﬁf) —1).

4. u™)(t) — 16u(t) = 4, si ottiene ponendo a = b = 4 e la soluzione &

u(t) = H(t) (—4 +ge ;e2t> = Hf) (cosh(2t) —1).
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Esercizio 6.34. Calcolare:

H(t )(cos (4t) + sin(4t) ) e M, %(A (t —6) * rect(t))
H(t )(cos (5t) + sin(5t) ) e ot %(A (t—8) rect(t))
H(t )(cos (3t) + sin(3t) ) e 3t %(A (t —4) *rect(t))
H(t )(cos (2t) + sin(2t) ) e 2t %(A (t—2)* rect(t))
Soluzione 6.34. Sia a > 0 e consideriamo:
H(t)(cos(at) + sin(at)) s H(t)e ™ = H(t) /0 t(cos(as) + sin(as))et=2) ds

= e “H(t) /0 (cos(as) + sin(as))e*® ds

= - H(t)/o (cos(z) + sin(z))e” dz
_ H(t)ea [sin(z)e*]2t — /O sin(z)e* dz + /0 sin(z)e? dz
= HC(Lt) sin(at),
quindi si ha:
H()(cos(4t)+sm(4t)) « H(t)e ™t = @m(u)
H(t)(cos(Bt)+51n(5t)) « H(t)e 5 = @sin(sn)
H(t)(cos(3t)+sm(3t)) « H(t)e ™8t = H?Et) sin(3t)
H()(cos(?t)—!—bln(%)) * H(t)e ™ = @sin(%).

Sia a > 0 e consideriamo:

g(t) = %(A (t—a)x* rect(t)) = (ccllt A (t— a)) * rect(t)

= (X{(a-1),a)(t) = X[a,a+1](t)) * rect(t)
= rect(t — (a — 1/2)) * rect(t) — rect(t — (a + 1/2)) * rect(t)

Si ha allora:
g(f) 6—271'7,((1 1/2)fSlnC (t) e—27rz(a+1/2)f81nc (t)

e antitrasformando:
9(t) = Alt — (a = 1/2)) = At = (a+1/2)),
nel nostro caso si ha a = 2,4, 6,8 si ottiene quindi.
Esercizio 6.35. Posto u1 () = us(t) = e~ ™ % e 47 e ug(t) = ug(t) = e~ % =97 calcolare:
+oo ) 400 ) 400 ) “+o0o )
/ uy ()™ dt, / ug (t)e*™ dt / u3(t)eS™ dt, / ug(t)e?™ dt.
— 00 — 00 — 00 — 00

Calcolare i seguenti integrali:
/+oo dt /+oo dt /+oo dit /+c>o dt
oo (16+12)% oo (44122 o (9122 —eo (2541%)%
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Soluzione 6.35. Poniamo g(t) = e~ § = g e consideriamo per a > 0 il segnale u(t) = g(t)*g(at) e calcoliamo:

+oo
ab) = / u(t)e 2 dt = g(b) - ~9(b/a) = g(b) - g(b/)

Si ha allora:

+oo 1 1

a=2b=—4 / 871'Zt dt = e—(16+4)7r _ *6_20‘”.
’ . 2 2

—+oo

a=2b=—92 47r7,t dt = 1 7(4+1) _ 167571'.
’ . 2° 2
too 1 1

a=3b=-3 / Ot dt = e~ (OFDT — _o—10m
. 3 3
oo ; 1 1

a=3, b= —6 / 127rzt dt = 567(364»4)71' _ 5874071'.

Dato a > 0, per la formula di Plancherel si ha:

+oo dt too ) 2 72 [T : T
. o —a\27'rf|) d :27/ —47'rajd -
[ e G el S 7

Quindi:

/+oo dit B L /+oo dt 71 /+oo dit 7£ /+oo dt
oo (16 4+12)2 128’ oo (4122167 oo (94 12)2 547 oo (25 4+12)2

Esercizio 6.36. Calcolare il seguente limite:

—+oo
l:= flim sin(2m ft)%sinc?(t) dt.
——+o00 — 00
Soluzione 6.36. Si ha:
+oo s 2mitf _ ,—2mitf\ 2
¢ = lim (U) sinc?(t) dt
fotoo ) o 2%
1 +o0 Amitf Amitf 2
= —= 1 T eT T — 2)sine* (t) dt
flm [ Jsine?(t)
+o0 ) +oo
- _thl}rl / et sinc? (¢ )dt+/ e 4t ginc?(t) dt—2/ sinc?(t) dt

1 — — +o0
= —- lim sinc2(—2f)—|—sinc2(2f)—2/ sinc?(t) dt

4 f—4o0 o

Si ha che sinc? € L'(R), per cui al limite i primi due addendi si annullano. Applicando poi Plancherel:

1 [t 1 [t
{= 7/ sinc?(t) dt = 5/ rect?(t) dt = =

— 00 — 00
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o0 n
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€° = CO0SZ+ 181Nz = —
n!
n=0
Funzioni goniometriche Funzioni iperboliche
eiz _~_67iz e? +672
cosz = — = coshiz coshz = ——— = cosiz
iz _ e—iz zZ_ %
sinz = - = —i¢sinhiz sinhz = ——— = —isiniz
21 2
sin z eir — g% e — 1 . . sinh z e —e % e?* — 1 . .
tan z = = — — = — = —itanh(iz) | tanhz = = = = —itan(iz)
cosz €% femir 21z L] coshz e*+e* 2241
cosz e¥4e7F ZE4pl ) coshz e*+e? €41 | )
cotz = —— = — — = — = i coth(iz) cothz = — = = = i cot(iz)
sinz er —e~ir g2tz _ ] sinhz e*—e* €22 -1

cos? z +sin’z =1

2 .19
cosh®z —sinh“z =1

cos(z1 & 2z3) = €Os 21 COS 2o F sin 21 sin 29
sin(z1 & 2z2) = sin 21 cos 23 £ cos 21 sin 25

tan z; & tan zo
tan(zy £ 29) = ———
(=2 2) 1 F tan z; tan 2o

cotzycotzo F1

cot(z1 £ 29) =
( ! 2) cot z9 & cot 21

cosh(z1 £ 22) = cosh z; cosh z9 & sinh z sinh 29
sinh(z; £ 22) = sinh 27 cosh 25 & cosh 23 sinh 2

B tanh z; & tanh 29
" 1+ tanh z; tanh 25

tanh(z £ 22)

coth z; cothzo =1
coth z9 & coth z;

coth(zy & 29) =

7 Antonio Marigonda, Dipartimento di Matematica F. Casorati, Universita di Pavia, Ufficio E22,

email: antonio.marigonda@unipv.it
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Funzioni goniometriche Funzioni iperboliche

c0s(2z) = cos® z — sin? z = 2cos? z — 1 = 1 — 2sin® 2 | cosh(2z) = cosh? z 4 sinh? z = 2cosh? z — 1 = 1 4 2sinh? 2

sin(2z) = 2sin z cos z sinh(2z) = 2sinh z cosh z

2t 2 tanh
tan(2z) = Lj tanh(2z) = Lj
1 —tan®(z) 1+ tanh(2)
cot?(z) — 1 coth?(z) + 1
t(22) = ———— th(2z) = ——F——
cot(22) 2cot z coth(22) 2 coth z
cos (E>::i: [1+ cosz COSh(E)::I: /14 cosh z
2 2 2 2
L /z 1—cosz . z 1 —coshz
sin (7> =44/ — sinh (7> =4+ -
2 2 2 2
z /1 —cosz sin z 1—cosz z / 1—coshz sinh z 1 — coshz
an 2 1+ cosz 1+ cosz sin 2z an 2 1+ coshz 1+ coshz sinh z
z 1+ cosz 1+ cosz sin z z 1+ cosh z 1+ coshz sinh z
cot (7) =4+ = - = coth <7) =+ /- = - = —
2 1—cosz sin z 1—cosz 2 1 — cosh z sinh z 1 — cosh z
COS z1 + €oS z9 = 2 cos Zl—;zz>cos (ZI;ZQ> coshzl—i—costh:2cosh<zl—;z2>cosh<zl;Zz)
COSZ1 — COS 2z9 = —2sin At e sin S cosh z; — cosh z9 = 2sinh At e sinh S
2 2 2 2
sin z1 + sin z9 = 2sin (Zl + Zz) cos (Zl ; 22> sinh z; + sinh z9 = 2sinh (21 ;22) cosh (21 ; Z2)
sin z7 — sin z9 = 2 cos (Zl + 22) sin <Zl — ZQ) sinh z; — sinh 29 = 2 cosh (Zl ;FZQ> sinh (Zl g 22)

sin 21 + z92
tan z; £ tanzg = ¥
COS 21 COS 29

sin(zo + 21
cotzy £ cotzp = (7)
sin z1 sin zo

sinh(zy £ 29)

tanh z; + tanh zg = ———~
cosh z;1 cosh 2z

sinh(zg £ 21)

coth z; £ coth zg = — -
sinh zq sinh z9

2cos 21 sin zg = sin(z; + 22) — sin(z; — 29)
2sin 27 sin 2z = cos(z1 — 22) — cos(z1 + 22)

2¢os 21 €08 23 = c08(21 — 22) + cos(z1 + 22)

2 cosh z1 sinh 29 = sinh(z1 + 22) — sinh(2z; — 23)
2sinh 21 sinh 2o = cosh(z1 + 22) — cosh(z; — 22)

2 cosh 21 cosh zo = cosh(z1 — 23) + cosh(z1 + 22)
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Funzioni goniometriche

Funzioni iperboliche

1—t2
Cosz = ——=
1+t2°
. 2t
smzzm, t=
2t
tanz=71_t2, t
1—¢?
cot z = ,
2t

cosh z = %g, t = tanh (%)
sinh z = %, t = tanh (%)
tanh z = %, t = tanh (g)
cotz:1+t2, t:tanh(f)
2t 2

52




