Prova in itinere, 26 novembre 2001.

Esercizio.[8 punti] Calcolare, giustificando il risultato,

1 —n(1+i)t +o0 —s(t?+1
1 — e n(1+9) d 2te—s("+1)
A:= lim €4dt, B:=— 7 s> 1.
ni+oo Jo t1/2 ds Jo t2+1
SOLUZIONE. Per il limite, si tratta di applicare il teorema della convergenza dominata (la

funzione integranda ¢ a valori complessi). Si verifica facilmente che
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che & una funzione integrabile in (0, 1) ( I'unica singolarita ¢ data dal denominatore, che si annulla
per t = 0 con esponente tuttavia integrabile). Quanto al limite, la precedente maggiorazione
mostra che
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Per quanto riguarda il calcolo di B, una derivazione (inizialmente solo formale) sotto il segno di
integrale mostra che

d [+ ote=s(t*+1) +o0 9 9pe—s(t+1) +o0 2te—s(*+1)
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Di conseguenza ! si ha:
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= —/ ote >+ gt = —/ e *Tdx
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675
= [sostituzione: z := t* + 1]

Rimane da giustificare il passaggio iniziale: dato che le funzioni in gioco sono tutte regolari (addi-
rittura C°°) basta maggiorare la funzione integranda del penultimo integrale indipendentemente
dal parametro s: ora, essendo s > 1, si ha

25D < o~ (*+D) e p integrabile in (0, +00).

Esercizio.[8 punti] Calcolare, giustificando il risultato, le trasformate di Fourier di

= ( +i)t’ V= d (it e*‘/im).
242 dt

Applicare uno dei due risultati ottenuti al calcolo di

tQ
I:= | ——=dt.
/R CERDER

1k equivalente maggiorare la funzione integranda (che € la somma di due termini, di cui il primo & indipendente
da n) o, per linearita dell’integrale, scrivere

11 _ g—n(1+d)t 1 9 1 —n(1+d)t
/ e—dt:/ —dt—/ ¢ T w
0 t1/2 o t1/2 o 11/2

e consideare solo quest’ultimo termine.




SOLUZIONE.  Per quando riguarda u, basta ricordare che

FI(1+i)tw] = (1+§) Fltw] = (1+ i)%%ﬂ[w].

Nel nostro caso

W) = g Flullf) = Tem ]

da cui (14 )i
i) = 5 s

Per quanto riguarda v, si applica la formula

(—2mv2)sign(f)e 2™V = —i(1 + i)msign(f)e 272!

omif d d
- g;faf[w} = —if 7wl

F {%itw] = (2mif)F [itw] =

In questo caso
_ —\/ﬁ‘ﬂ N _ 2\/5
w(t) = =, = g

e quindi
o d 22 nAGREEIf s (2mf)?
MW= ey~ er e - Y Es e

Finalmente, per il calcolo di I usiamo l'identita di Plancherel applicata a u:
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Esercizio.[6 punti] Discutere la convergenza e calcolare i coefficienti dello sviluppo
in serie di Fourier delle funzioni 4w periodiche w,v la cui restrizione all’intervallo

(=27, 27) wale
2 t| < m; 1 t] < m;
u(t) := se ltl < v(t) = se ltl <
0 selt|>m. -1 selt|>m.

SOLUZIONE.  Le funzioni u,v sono limitate e regolari a tratti, in particolare appartengono allo
spazio L3 (R). Dunque le rispettive serie di Fourier convergono in norma L3 _(R) e puntualmen-
te ovunque (con la consueta convenzione nei punti di discontinuitd di v e v). Inoltre si vede
immediatamente che v = u — 1 per cui basta calcolare lo sviluppo di w. Si ha

1 27 ) 1 . ‘
Uy = — u(t)eﬂ(nﬂ)t dt = 7/ 9p—i(n/2)t gt

47T —on 477 .

1 u 1/2

= — e~ /2t gy — / e 27/ gy — sinc(n/2)  [sostituzione: t = 2ma].
2 J _x -1/2

Di conseguenza

u(t) = Z sine(n/2)e" ™Dt () = Z sinc(n,/2)ei /21

neZ n#0



Esercizio.[4 punti] Tra le funzioni 2r periodiche u tali che

u'(t) =v(t) ;= Z neint—2In|

neZ

T
determinare quella di energia E := / lu(t)|*dt  minima; calcolare E.
—7

Facoltativo: mostrare che v ¢ una funzione di classe C*° e calcolarla.

SOLUZIONE. La funzione v ammette lo sviluppo in serie di Fourier

v(t) = Z(ne*w)emt, by = ne” ",

ne”Z
E facile controllare che
n*v, € £*(Z) per ogni k € N; cid mostra appunto che v € C*°.
Comunque v € L3_(R), 99 = 0 e di conseguenza le sue primitive 2r-periodiche hanno lo sviluppo
in serie
u(t) _ ’ELO n Z ne—|"‘ eint — ﬁ/O —q Z e—|n‘€int
n ’

n#0 n#0

e sono quindi determinate a meno della costante 4. La loro energia, per Parseval, si ottiene come
E
PP ~ 2 —2n].
o E |G |= = o] +§ e ‘7
nez n#0
Da questa relazione segue che ’energia minima si ha per 4y = 0; inoltre

+oo 1
E=2r Ze‘Zln‘ =dr 2(6_2)” =4 (1 —= 1) .
n=1

n#0

Esercizio.[3 punti] Sia « € R e u, : R — C il segnale complesso la cui trasformata di
Fourier é

G (f) = sign(f — a) rect(f — ).
Calcolare

I::/R(ua(t)) dt.

SOLUZIONE.  Trattandosi dell’integrale del quadrato di u, e non del modulo al quadrato, siccome
Uq non € reale per a # 0, non si puod applicare direttamente Plancharel. Si pud comunque scrivere
il prodotto come

= / o (i (D) dt = / o FTI A = [ 0N F el (1) df
- /R ia(NFlual(~1)df = | da(F)ia(~F)df

Allo stesso risultato si poteva arrivare osservando che

/R (ua(®)” dt = F | (ua ()] (0) = fte * 1 (0).



Si ha quindi
[ atDia(-r1dr = [ (s~ a)in(~f — a)df
R R
= / Go(s)tip(—s — 2a) ds  [sostituzione f = s+
=— / Go(8)tip(s + 2a) ds g & dispari]
R

=— / Go(s — 2a)tg(s) ds
R

Graficamente si vede che se |a| > 1 I'integrale & nullo. Si puo inoltre supporre a > 0, essendo la
funzione pari rispetto a a. Se 0 < o < 1/2 si ha (basta fare un disegno...)

/ Qo (s — 2a)tg(s)ds = 1 — 3«
R
mentre se 1/2 < a <1 si ha
/ Gig(s — 2a)tlg(s)ds = a — 1.
R

Si conclude quindi che
0 se |a| > 1;
I'=¢3laj]—-1 se0<|al<1/2
1—Jaf sel/2<|al<1.

Esercizio.[3 punti] Posto

g g
Un(t) == e ™ i pa) (),  vnlt) =€ ™ Ly pnp0) (1)

discutere se le relative serie

“+o0 “+oo
Ut):= Y un(t) V():= Y_ va(t) convergono in L'(R), L*(R), L(R);

calcolarne la somma U(t), V(t).

SOLUZIONE.  Si vede che
Ut) = e ™ V(t) = 2=t [ciascun intervallo si sovrappone con meta di quelli adiacenti].

Per discutere la convergenza, si puo osservare intanto che v, = u, + uy41, quindi ci si puo
ricondurre comunque alla prima serie di funzioni. Per la convergenza in L!'(R) basta osservare
che la serie degli integrali converge (sono funzioni non negative). Per la convergenza in L*(R)
si puo osservare che le funzioni u,, formano un sistema ortogonale e applicare il relativo criterio
di convergenza. In entrambi i casi si puo anche applicare il criterio della convergenza dominata,
poiche le somme parziali sono comunque inferiori alla funzione U che appartiene a L'(R) e a
L?(R).

Infine, per la convergenza uniforme, si applica il criterio di Weierstrass e si maggiora ciascun
termine con e~ (se n > 0) 0 e~ """ (se n < —1).

Esercizio.[2 punti] Mostrare che se u,v € L2(R) sono non nulli e o, 3 € C sono tali
che

Flul =au, F]=p0pv cona#p
allora |a] = |8 =1 e u & ortogonale a v. Dedurre che le funzioni

e—Tl't27 (47T2t2 _ 71_)e—ﬂ't2

sono ortogonali in L*(R).



SOLUZIONE.  Per mostrare che |a| =1 si applica Plancherel

||U||L2(R) = ||@||L2(R) = ||aUHL2(R) = |af ||U||L2(R),

da cui, appunto, si deduce |a| = 1, essendo ||ul|z2(r) # 0.
Per mostrare che u € ortogonale a v basta osservare che

(u, ’U)L2(R) = (ﬁvﬁ)LQ(R) = (au,ﬂv)Lz(R) = O‘B(ua U)L?(]R),
da cui, essendo 3 = 7!
[1 — a/ﬂ] (u,v)p2@y =0 = (u,v)2®) = 0.

Per rispondere all’ultima domanda, si sa che

f[e_”tz] — e

mentre
a2 d? a2 d a2 a2 a2
Flarit?e ™) = —we = _@(_27”06 ! ) = —4n*f?e 4 2me ™",
da cui ) )
F|(4nt* — m)e” ™ } = —(4n?f2 —me .
Si applica quindi il precedente risultato con a« =1, g = —1.
. . . (sinn)*
Esercizio.[2 punti] Calcolare S := Z 5
n#0 "
SOLUZIONE.  Posto
.2
t
u(t) =v(t/m), wv(t)= w = sin(mt) sinc(t).
™

Si tratta di calcolare

> lo(n/m),

ne”Z

serie ottenuta sommando i quadrati dei moduli della funzione v campionata a passo 7 := 1/7.
Ora, dalle tavole si ha

o(f) = %(rect(f ~1/2) — rect(f + 1/2))

sicché lo spettro della funzione v ha banda limitata nell’intervallo (—1,1). Il teorema del campio-
namento vale quindi se il passo ¢ inferiore a 1/2: in questo casoo il passo & 1/m che & accettabile.
Ne segue che

=S lotn/m = [ P = [ 1R =172

da cui




