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1. The variational structur eof some
nonlinear evolution PDE's
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A particular classof evolution equations

The structure !

#

@t u¡ div
h
u r

³
±Á
±u

´i
= 0

8
>>><

>>>:

@t u(x; t) + div
¡
u (x; t ) v (x; t )

¢
= 0 x 2 Rm ; t > 0;

v (x; t )= ¡ r
³

±Á
±u (x; t )

´
;

u(x; 0)= u0(x) u0 2 L 1(Rm ); u0 ¸ 0:

OTTO, JORDAN, KINDERLEHRER AND OTTO ['97-'00] showed in many interesting
cases that an equation with this particular structure can be interpreted as

the “gradient �o w” of Á
with respect to the so called

“Kantor ovic h-Rubinstein-W asser stein distance”
between probability measures.

Applications: asymptotic behaviour, Logarithmic Sobolev Inequalities,
approximation algorithms, geometric inequalities in Riemannian manifolds,
equations in in�nite dimensions,...
(AGUEH, BRENIER, CARLEN, CARRILLO, DOLBEAULT, MCCANN, GANGBO,
GHOUSSOUB, OTTO, VAZQUEZ, VILLANI,...)
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ExamplesI: nonlinear diffusion

Entr opy Á(u) :=
R

u log u dx; L (u) := u log u; ±Á
±u = log u + 1,

@t u + div (uv ) = 0; v = ¡r (log u + 1)

@t u ¡ ¢ u = 0 (Heat equation)

Internal energy (I) Á(u) := 1
®¡ 1

R
u® dx, L (u) := 1

®¡ 1 u®; ±Á
±u = ®

®¡ 1 u®¡ 1

for some ® > 0
@t u + div (uv ) = 0; v = ¡

r u ®

u

@t u ¡ ¢ u® = 0 (Porous media equation)

(F. OTTO, 2001)

Internal energy (II) Á(u) :=
R

Ã(u) dx, ±Á
±u = Ã0(u)

@t u + div (uv ) = 0; v = ¡r Ã0(u) = ¡
r L Ã (u )

u
; L Ã (u) := uÃ0(u) ¡ Ã(u);

@t u ¡ ¢ L Ã (u) = 0 (Nonlinear diffusion equation, Stefan problem)
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ExamplesII: Fokker-Planck and granular �o ws

Relative entr opy Á(u) :=
Z

u log
¡ u

g

¢
dx =

Z
u

¡
log u + V

¢
dx; g := e¡ V ;

L (x; u) = u
¡

log u + V (x)
¢
; ±Á( u )

±u = log u + V + 1;

@t u + div (uv ) = 0; v = ¡r (log u + V + 1)= ¡
r u
u

¡r V

@t u ¡ ¢ u ¡ div (ur V ) = 0 (Fokker-Planck equation)

(JORDAN-KINDERLEHRER-OTTO, 1998)

Interaction energy Á(u) :=
ZZ

W (x ¡ y)u(x)u(y) dx dy, ±Á
±u = (r W ) ¤ u

@t u + div (uv ) = 0; v = ¡ ( r W ) ¤ u = ¡
Z

r W (x ¡ y)u(y) dy

@t u ¡ div
³

u
¡
r W ¤ u

¢́
= 0 (Granular �o ws)
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ExamplesIII: positivity preserving fourth order equations

The Diric hlet integral Á(u) :=
1
2

Z
jr uj2; ±Á

±u = ¡ ¢ u

@t u + div
³

ur ¢ u
´

= 0 (Thin �lm equation)

(F. OTTO, 1998: 1-dimensional case)

Fisher inf ormation Á(u) :=
1
2

Z
jr uj2

u
=

1
2

Z
jr log uj2u dx; ±Á

±u = ¡ 2
¢

p
u

p
u

@t u + 2div
³

ur
¢

p
u

p
u

´
= 0 (Quantum drift diffusion)

(GIANAZZA-TOSCANI-S., 2005)
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2. Gradient flows in �nite dimension
spaces:the roleof the distance
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û1

u2

S
R2

û2
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û0
u1=4

u1=4

u1=2

u3=4

u1=2

u3=4

u 0

U n
¿

V
Vt

U n ¡ 1
¿

u t = (1 ¡ t ) u0 + t u1

u t = (r t )# w
u t

u 0

u 1

u1

û1
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û1

x1

x0

_x
x 1

y1

y2

y3

x 2

x 3

u t
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û1

u2

S
R2

û2
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û1

x1

x0

_x
x 1

y1

y2

y3

x 2

x 3

u t
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û0
u1=4

u1=4

u1=2

u3=4

u1=2

u3=4

u 0

U n
¿

V
Vt

U n ¡ 1
¿

u t = (1 ¡ t ) u0 + t u1

u t = (r t )# w
u t

u 0

u 1

u1

û1
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û t

û1
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û0
u1=4

u1=4

u1=2

u3=4

u1=2

u3=4

u 0

U n
¿

V
Vt

U n ¡ 1
¿

u t = (1 ¡ t ) u0 + t u1

u t = (r t )# w
u t

u 0

u 1

u1

û1
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û0
u1=4

u1=4

u1=2

u3=4

u1=2

u3=4

u 0

U n
¿

V
Vt

U n ¡ 1
¿

u t = (1 ¡ t ) u0 + t u1

u t = (r t )# w
u t

u 0

u 1

u1

û1
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û t

û1
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û0
u1=4

u1=4

u1=2

u3=4

u1=2

u3=4

u 0

U n
¿

V
Vt

U n ¡ 1
¿

u t = (1 ¡ t ) u0 + t u1

u t = (r t )# w
u t

u 0

u 1

u1

û1
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G and the inducedmetric

The choice of G is strictly related to the metric in the ambient space S which
characterizes the �o w.

1. G = I the distance induced by the usual Euclidean norm juj2 := hu; ui .

2. G linear: the distance induced by the Hilbertian norm juj2
G := hG ¡ 1 u; ui

3. G nonlinear: the distance induced by a general norm k ¢k: e.g.

G ¡ 1 = D
³

1
p k ¢kp

´
(duality map) so that hG ¡ 1 u; ui = kukp = kG ¡ 1 ukp0

¤ .

4. G = G u : the Riemannian distance

d2
G (x0; x1) := inf

nZ 1

0
hG ¡ 1

x ( t ) _x (t); _x (t)i dt : x is a curve connecting x0 and x1

o

inf
nZ 1

0
hG x ( t ) w (t); w (t)i dt : _x (t) = G x ( t ) w (t)

o

G-energy of a curve in S
Energy identity along a gradient �o w: hG ¡ 1 _u; _ui + d

dt Á(u(t)) = 0

Z T

0
hG ¡ 1 _u; _ui dt + Á(u(T )) = Á(u0)
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û1

x1

x0

_x
x 1

y1

y2

y3

x 2

x 3

u t
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G and the inducedmetric: the “W asserstein”structure

G u = B T A u B and, if x is a regular curve connecting x0 with x1,

d2
G (x0; x1) = inf

Z 1

0
hG x w ; w i dt : _x = G x w

= inf
Z 1

0
hB T A x B w ; w i dt : _x = G x w

= inf
Z 1

0
hA x B w ; B w i dt : _x = B T A x B w ! B w =: v

= inf
Z 1

0
hA x v ; v i dt : _x = B T A x v

“Ener gy” “Contin uity equation”

“Intrinsic gradient” r G Á(x) := B r Á(x) ; for

d
dt

Á(x ) = h_x ; r Á(x )i = hB T A x v ; r Á(x )i = hA x v ; B r Á(x )i = hv ; r G Á(x )i x
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What is the roleof the inducedG -distance?

The induced distance dG
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û1

u2

S
R2

û2
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From �nite to in�nite dimension...

Finite dimensions

Infinite dimensions

S := Rd:
systems of ordinary
differential equations

S h := Rdh :
spatial discretizations

of evolution PDE's

!

Ã

'

&

$

%

Hilbert (Banach) spaces,
abstract approach to evolution PDE's

Typically:
S Ã L 2(­)

Á(u) Ã
Z

­
L (x; u; D u) dx is an integral functional

r Á(u) Ã ±Á( u )
±u

_u = ¡r Á(u) Ã @t u = ¡ ±Á( u )
±u

#

¤
£

¡
¢Riemannian manifold !

#

"
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!

Metric Spaces?

S Ã ?

@t u = ¡ div
h
u r

³
¡ ±Á( u )
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: : : towards the Wasssersteindistance: : :

Finite dimension Wasser stein distance

Space S Rd
n

u ¸ 0 a.e. in ­ ;
Z

­
u(x) dx = 1

o
;

G B T A u B ¡ div
h
u r ¢

i

Continuity
equation

_x = B T A u v @t u = ¡ div
³

u v
´

Distance2 inf
Z 1

0
hA u v ; v i dt inf

Z 1

0
hu v ; v i L 2 dt

Gradient �o w
condition

v = ¡ B r Á v = ¡ r
±Á
±u
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3. The Wassersteindistanceand optimal
transportation
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A �rst rigor ousde�nition

Regular probability densities:

S = P r (Rm ) =
n

u ¸ 0 a.e. in ­ ;
Z

­
u(x) dx = 1

o

To each curve u : (0; T ) ! P r satisfying the contin uity equation in the
distrib utional sense

@t u + div
¡
u v

¢
= 0 in Rm £ (0; T ); kvt k2

u t :=
Z

­
jvt (x)j2 u t (x) dx; (?)

we can associate the “ener gy”

and therefore a “Riemannian distance” between two elements of P r :

W 2(u0; u1) := inf
n

E1(u) : u connects u0 to u1

o
:

BENAMOU-BRENIER showed that W coincides with the
Kantor ovic h-Rubinstein-W asser stein distance which was introduced in the

framework of optimal transportation problems.

Coimbra, June 10, 2005 – p.15



A �rst rigor ousde�nition

Regular probability densities:

S = P r (Rm ) =
n

u ¸ 0 a.e. in ­ ;
Z

­
u(x) dx = 1

o

To each curve u : (0; T ) ! P r satisfying the contin uity equation in the
distrib utional sense

@t u + div
¡
u v

¢
= 0 in Rm £ (0; T ); kvt k2

u t :=
Z

­
jvt (x)j2 u t (x) dx; (?)

we can associate the “ener gy”

and therefore a “Riemannian distance” between two elements of P r :

W 2(u0; u1) := inf
n

E1(u) : u connects u0 to u1

o
:

BENAMOU-BRENIER showed that W coincides with the
Kantor ovic h-Rubinstein-W asser stein distance which was introduced in the

framework of optimal transportation problems.

Coimbra, June 10, 2005 – p.15



A �rst rigor ousde�nition

Regular probability densities:

S = P r (Rm ) =
n

u ¸ 0 a.e. in ­ ;
Z

­
u(x) dx = 1

o

To each curve u : (0; T ) ! P r satisfying the contin uity equation in the
distrib utional sense

@t u + div
¡
u v

¢
= 0 in Rm £ (0; T ); kvt k2

u t :=
Z

­
jvt (x)j2 u t (x) dx; (?)

we can associate the “ener gy”

ET (u) := inf
n Z T

0
kvt k2

u t dt : v satisfying (?)
o

;

and therefore a “Riemannian distance” between two elements of P r :

W 2(u0; u1) := inf
n

E1(u) : u connects u0 to u1

o
:

BENAMOU-BRENIER showed that W coincides with the
Kantor ovic h-Rubinstein-W asser stein distance which was introduced in the

framework of optimal transportation problems.

Coimbra, June 10, 2005 – p.15



A �rst rigor ousde�nition

Regular probability densities:

S = P r (Rm ) =
n

u ¸ 0 a.e. in ­ ;
Z

­
u(x) dx = 1

o

To each curve u : (0; T ) ! P r satisfying the contin uity equation in the
distrib utional sense

@t u + div
¡
u v

¢
= 0 in Rm £ (0; T ); kvt k2

u t :=
Z

­
jvt (x)j2 u t (x) dx; (?)

we can associate the “ener gy”

ET (u) := inf
n Z T

0
kvt k2

u t dt : v satisfying (?)
o

;

and therefore a “Riemannian distance” between two elements of P r :

W 2(u0; u1) := inf
n

E1(u) : u connects u0 to u1

o
:

BENAMOU-BRENIER showed that W coincides with the
Kantor ovic h-Rubinstein-W asser stein distance which was introduced in the

framework of optimal transportation problems.

Coimbra, June 10, 2005 – p.15



Optimal transport

PSfrag replacements

0

X t (x )

ut

1
+ 1
I (Â)

Â
©

@F ©
@©

~U¿ ( t n ¡ 1 + ¾)
min U

1
2¾ kU ¡ U n ¡ 1 k2

H + ©( U )
Â
¾

¯ (e)
e

= e ¡ Â
H ¡ 1(Â)

Â + H ¡ 1(Â)

W (Â)
W (Â)

W 0(Â)
¿

¿1

¿2

¿n

¿n +1

T = tN

t1

t2

tn ¡ 1

tn

U0
¿ = U n ¡ U n ¡ 1

¿

0

¿
2¿

::: tn ¡ 1

tn

tn +1

tn ¡ 1

U 0
¿

U 1
¿

U 2
¿

U n ¡ 1
¿

U n +1
¿

U n
¿

U n +1
¿

U N
¿

U¿

P ¿

U¿ (t)
U¿ ( t )

tN = T
¿1

¿2

:::
¿n

:::
¿N

t
u

Vs = sUn + (1 ¡ s)V
V
v0

u0

û0
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ŵ
w
w

d(u t ; w ) = d(u0; w ) = d(u1; w )R
jr ¡ sj2w dx

r

r
r

r
r t

s
r

s ± r t

s ± r t

s ± r
s ± rR

jr ¡ s ± r j2u 0 dx
R

jr ¡ s ± r j2u0 dx
R

js ± r t ¡ x j2u 0 dx
R

js ± r t ¡ xj2u0 dx

s
s

r 0

v1

vs

r 1

u
W
A
B
U
V

Vs = sU + (1 ¡ s)V
Ut = tU + (1 ¡ t)W

Vs = sUn + (1 ¡ s)Un +1

y1 = r (x 1 )

y2 = r (x 2 )

y3 = r (x 3 )

Energy: E1(u) =
Z ³ Z 1

0
j _X t (x )j2 dt

´
u 0 (x ) dx

¸
Z

jr (x ) ¡ x j2u 0 (x ) dx Ã Transpor tation cost

Constraint:
Z

A
u 0 (x ) dx =

Z

B
u 1 (y ) dy ; A = r ¡ 1 (B )

u 1 = r # u 0 : the density u 1 is the “push forward” of u 0 through r

Coimbra, June 10, 2005 – p.16



Optimal transport

PSfrag replacements

0
X t (x )

ut

1
+ 1
I (Â)

Â
©

@F ©
@©

~U¿ ( t n ¡ 1 + ¾)
min U

1
2¾ kU ¡ U n ¡ 1 k2

H + ©( U )
Â
¾

¯ (e)
e

= e ¡ Â
H ¡ 1(Â)

Â + H ¡ 1(Â)

W (Â)
W (Â)

W 0(Â)
¿

¿1

¿2

¿n

¿n +1

T = tN

t1

t2

tn ¡ 1

tn

U0
¿ = U n ¡ U n ¡ 1

¿

0

¿
2¿

::: tn ¡ 1

tn

tn +1

tn ¡ 1

U 0
¿

U 1
¿

U 2
¿

U n ¡ 1
¿

U n +1
¿

U n
¿

U n +1
¿

U N
¿

U¿

P ¿

U¿ (t)
U¿ ( t )

tN = T
¿1

¿2

:::
¿n

:::
¿N

t
u

Vs = sUn + (1 ¡ s)V
V
v0

u0

û0
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û1

u2

S
R2

û2
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The Wassersteindistanceand optimal transportation

P r
2 (Rm ) :=

n
u ¸ 0 a.e. in ­ ;

Z

­
u(x) dx = 1;

Z

Rm
jxj2u(x) dx < + 1

o
;

Transport maps: TransMap(u 0 ; u 1 ) :=
n

r : Rm ! Rm ; r # u 0 = u 1

o

u 1 (y ) det r r (x ) = u 0 (x ) y = r (x )

if r is (essentially) injective and (approximately) differentiable.

The Wasser stein distance W (u 0 ; u 1 ) is the minimal quadratic cost

W 2(u 0 ; u 1 ) = min
n Z

­
jr (x ) ¡ x j2 u 0 (x ) dx : r # u 0 = u 1

o

There exists a unique optimal transport map r = OptMap(u 0 ; u 1 );
r is cyclicall y monotone , i.e. the “gradient of a convex function” ª

[BRENIER, KNOTT AND SMITH]

Monge-Ampere equation: det D 2ª (x ) = u 0 (x ) if u 1 ´ 1
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The cyclical monotonicity of the optimal tranport map
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After a cyclical permutation of y n ... the total cost must increase:

jy2 ¡ x 1 j2 + jy3 ¡ x 2 j2 + jy1 ¡ x 3 j2 ¸ jy1 ¡ x 1 j2 + jy2 ¡ x 2 j2 + jy3 ¡ x 3 j2

Expanding the norms the squares of y n and x n disappears, so that

hy1 ¡ y 2 ; x 1 i + hy2 ¡ y 3 ; x 2 i + hy3 ¡ y 1 ; x 3 i ¸ 0

By taking an arbitrary number of points we obtain the cyclically monotonicity of r
and we apply ROCKAFELLAR theorem.
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ŵ
w
w

d(u t ; w ) = d(u0; w ) = d(u1; w )R
jr ¡ sj2w dx

r
r

r t

s
r

s ± r t

s ± r t

s ± r
s ± rR

jr ¡ s ± r j2u 0 dx
R

jr ¡ s ± r j2u0 dx
R

js ± r t ¡ x j2u 0 dx
R

js ± r t ¡ xj2u0 dx

s
s

r 0

v1

vs

r 1

u
W
A
B
U
V

Vs = sU + (1 ¡ s)V
Ut = tU + (1 ¡ t)W

Vs = sUn + (1 ¡ s)Un +1 Convergence: A sequence un converges to u in P r
2 iff

un * u in the sense of distributions;
Z

jxj2 un (x) dx !
Z

jxj2u(x) dx:

PSfrag replacements

0
X t (x )

ut

1
+ 1
I (Â)

Â
©

@F ©
@©

~U¿ ( t n ¡ 1 + ¾)
min U

1
2¾ kU ¡ U n ¡ 1 k2

H + ©( U )
Â
¾

¯ (e)
e

= e ¡ Â
H ¡ 1(Â)

Â + H ¡ 1(Â)

W (Â)
W (Â)

W 0(Â)
¿

¿1

¿2

¿n

¿n +1

T = tN

t1

t2

tn ¡ 1

tn

U0
¿ = U n ¡ U n ¡ 1

¿

0

¿
2¿

::: tn ¡ 1

tn

tn +1

tn ¡ 1

U 0
¿

U 1
¿

U 2
¿

U n ¡ 1
¿

U n +1
¿

U n
¿

U n +1
¿

U N
¿

U¿

P ¿

U¿ (t)
U¿ ( t )

tN = T
¿1

¿2

:::
¿n

:::
¿N

t
u

Vs = sUn + (1 ¡ s)V
V
v0

u0

û0
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û2

ŵ
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û0
u1=4

u1=4

u1=2

u3=4

u1=2

u3=4

u 0

U n
¿

V
Vt

U n ¡ 1
¿

u t = (1 ¡ t ) u0 + t u1

u t = (r t )# w
u t

u 0

u 1

u1

û1
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û t

û1
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û1

x1

x0

_x
x 1

y1

y2

y3

x 2

x 3

u t
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Segments can have in�nite Wasser stein length/ener gy
The Wasserstein geometry is not “linear”.
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Geodesicsvs linear segments
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Functionalsgeodesicallyconvex [M CCANN]

A functional Á : Rd ! (¡1 ; + 1 ] is ¸ - convex, ¸ 2 R, if D 2Ã ¸ ¸ I , i.e. for every
choice of x 0 ; x 1 2 D (Á), t 2 [0; 1]

Á
¡
(1 ¡ t ) x 0 + t x 1

¢
· (1 ¡ t ) Ã(x 0 ) + t Ã(x 1 ) ¡ 1

2 ¸ t (1 ¡ t ) jx 0 ¡ x 1 j2

Analogously, we say that Á : P r
2 ! (¡1 ; + 1 ] is ¸ -(displacement) convex if

8 u 0 ; u 1 2 D (Á) a geodesic ut exists such that

Á
¡
ut ) · (1 ¡ t ) Á(u 0 ) + t Á(u 1 ) ¡ 1

2 ¸ t (1 ¡ t ) W 2(u 0 ; u 1 ):

Potential energy Á(u) :=
Z

V (x)u(x) dx is ¸ -convex iff V is ¸ -convex.

Internal energy Á(u) :=
Z

Ã(u(x)) dx;

is convex if the map s 7! sm Ã(s¡ m ) is convex, nonincreasing in (0; + 1 )

Examples: Ã(u) = u log u; Ã(u) = 1
®¡ 1 u® for ® ¸ 1 ¡ 1=m.

Interaction energy Á(u) :=
RR

W (x ¡ y)u(x)u(y) dx dy is convex iff W is convex.
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From euristic argumentsto a rigor oustheory
In the original approach by F. OTTO:
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Vs = sU + (1 ¡ s)V
Ut = tU + (1 ¡ t)W

Vs = sUn + (1 ¡ s)Un +1 the Wasserstein space has a sort of nonsmooth, in�nite dimensional
Riemannian structure
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With L. AMBROSIO we developed in a systematic way a sort of diff erential/metric
calculus in the Wasserstein space for even non regular measures : we
addressed in particular
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û1

x1

x0

_x
x 1

y1

y2

y3

x 2

x 3

u t
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Vs = sUn + (1 ¡ s)Un +1 The relationships between the velocity vector �eld to a curve in P 2 and the
contin uity equation
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ŵ
w
w

d(u t ; w ) = d(u0; w ) = d(u1; w )R
jr ¡ sj2w dx

r
r

r t

s
r

s ± r t

s ± r t

s ± r
s ± rR

jr ¡ s ± r j2u 0 dx
R

jr ¡ s ± r j2u0 dx
R

js ± r t ¡ x j2u 0 dx
R

js ± r t ¡ xj2u0 dx

s
s

r 0

v1

vs

r 1

u
W
A
B
U
V

Vs = sU + (1 ¡ s)V
Ut = tU + (1 ¡ t)W

Vs = sUn + (1 ¡ s)Un +1 The notion of tang ent space and of (sub)diff erential of a given functional
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û t

û1
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û1

x1

x0

_x
x 1

y1

y2

y3

x 2

x 3

u t
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ŵ
w
w

d(u t ; w ) = d(u0; w ) = d(u1; w )R
jr ¡ sj2w dx

r
r

r t

s
r

s ± r t

s ± r t

s ± r
s ± rR

jr ¡ s ± r j2u 0 dx
R

jr ¡ s ± r j2u0 dx
R

js ± r t ¡ x j2u 0 dx
R

js ± r t ¡ xj2u0 dx

s
s

r 0

v1

vs

r 1

u
W
A
B
U
V

Vs = sU + (1 ¡ s)V
Ut = tU + (1 ¡ t)W

Vs = sUn + (1 ¡ s)Un +1 Explicit representation of these concepts for many integral functionals

PSfrag replacements

0
X t (x )

ut

1
+ 1
I (Â)

Â
©

@F ©
@©

~U¿ ( t n ¡ 1 + ¾)
min U

1
2¾ kU ¡ U n ¡ 1 k2

H + ©( U )
Â
¾

¯ (e)
e

= e ¡ Â
H ¡ 1(Â)

Â + H ¡ 1(Â)

W (Â)
W (Â)

W 0(Â)
¿

¿1

¿2

¿n

¿n +1

T = tN

t1

t2

tn ¡ 1

tn

U0
¿ = U n ¡ U n ¡ 1

¿

0

¿
2¿

::: tn ¡ 1

tn

tn +1

tn ¡ 1

U 0
¿

U 1
¿

U 2
¿

U n ¡ 1
¿

U n +1
¿

U n
¿

U n +1
¿

U N
¿

U¿

P ¿

U¿ (t)
U¿ ( t )

tN = T
¿1

¿2

:::
¿n

:::
¿N

t
u

Vs = sUn + (1 ¡ s)V
V
v0

u0

û0
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ŵ
w
w

d(u t ; w ) = d(u0; w ) = d(u1; w )R
jr ¡ sj2w dx

r
r

r t

s
r

s ± r t

s ± r t

s ± r
s ± rR

jr ¡ s ± r j2u 0 dx
R

jr ¡ s ± r j2u0 dx
R

js ± r t ¡ x j2u 0 dx
R

js ± r t ¡ xj2u0 dx

s
s

r 0

v1

vs

r 1

u
W
A
B
U
V

Vs = sU + (1 ¡ s)V
Ut = tU + (1 ¡ t)W

Vs = sUn + (1 ¡ s)Un +1 Perturbation results in terms of ¡ -convergence

PSfrag replacements

0
X t (x )

ut

1
+ 1
I (Â)

Â
©

@F ©
@©

~U¿ ( t n ¡ 1 + ¾)
min U

1
2¾ kU ¡ U n ¡ 1 k2

H + ©( U )
Â
¾

¯ (e)
e

= e ¡ Â
H ¡ 1(Â)

Â + H ¡ 1(Â)

W (Â)
W (Â)

W 0(Â)
¿

¿1

¿2

¿n

¿n +1

T = tN

t1

t2

tn ¡ 1

tn

U0
¿ = U n ¡ U n ¡ 1

¿

0

¿
2¿

::: tn ¡ 1

tn

tn +1

tn ¡ 1

U 0
¿

U 1
¿

U 2
¿

U n ¡ 1
¿

U n +1
¿

U n
¿

U n +1
¿

U N
¿

U¿

P ¿

U¿ (t)
U¿ ( t )

tN = T
¿1

¿2

:::
¿n

:::
¿N

t
u

Vs = sUn + (1 ¡ s)V
V
v0

u0

û0
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From euristic argumentsto a rigor oustheory
In the original approach by F. OTTO:
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Vs = sUn + (1 ¡ s)Un +1 the Wasserstein space has a sort of nonsmooth, in�nite dimensional
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û1

u2

S
R2

û2
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With L. AMBROSIO we developed in a systematic way a sort of diff erential/metric
calculus in the Wasserstein space for even non regular measures : we
addressed in particular
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contin uity equation
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ŵ
w
w

d(u t ; w ) = d(u0; w ) = d(u1; w )R
jr ¡ sj2w dx

r
r

r t

s
r

s ± r t

s ± r t

s ± r
s ± rR

jr ¡ s ± r j2u 0 dx
R

jr ¡ s ± r j2u0 dx
R

js ± r t ¡ x j2u 0 dx
R

js ± r t ¡ xj2u0 dx

s
s

r 0

v1

vs

r 1

u
W
A
B
U
V

Vs = sU + (1 ¡ s)V
Ut = tU + (1 ¡ t)W

Vs = sUn + (1 ¡ s)Un +1 The notion of tang ent space and of (sub)diff erential of a given functional

PSfrag replacements

0
X t (x )

ut

1
+ 1
I (Â)

Â
©

@F ©
@©

~U¿ ( t n ¡ 1 + ¾)
min U

1
2¾ kU ¡ U n ¡ 1 k2

H + ©( U )
Â
¾

¯ (e)
e

= e ¡ Â
H ¡ 1(Â)

Â + H ¡ 1(Â)

W (Â)
W (Â)

W 0(Â)
¿

¿1

¿2

¿n

¿n +1

T = tN

t1

t2

tn ¡ 1

tn

U0
¿ = U n ¡ U n ¡ 1

¿

0

¿
2¿

::: tn ¡ 1

tn

tn +1

tn ¡ 1

U 0
¿

U 1
¿

U 2
¿

U n ¡ 1
¿

U n +1
¿

U n
¿

U n +1
¿

U N
¿

U¿

P ¿

U¿ (t)
U¿ ( t )

tN = T
¿1

¿2

:::
¿n

:::
¿N

t
u

Vs = sUn + (1 ¡ s)V
V
v0

u0

û0
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û t

û1
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4. The metric approachto gradient flows
and their variational approximation:

error estimates,convexity, and curvature
inequalities
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The metric approachto gradient �o ws

In an arbitrary metric space S it is possible to perform
a general appr oximation scheme

which (hopefully) converges to the solution of the Gradient �o w equation.

Main problems:

1. look for suf�cient conditions on
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û0
u1=4

u1=4

u1=2

u3=4

u1=2

u3=4

u 0

U n
¿

V
Vt

U n ¡ 1
¿

u t = (1 ¡ t ) u0 + t u1

u t = (r t )# w
u t

u 0

u 1

u1

û1
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The metric approachto gradient �o ws

In an arbitrary metric space S it is possible to perform
a general appr oximation scheme

which (hopefully) converges to the solution of the Gradient �o w equation.

Main problems:

1. look for suf�cient conditions on
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ŵ
w
w

d(u t ; w ) = d(u0; w ) = d(u1; w )R
jr ¡ sj2w dx

r
r

r t

s
r

s ± r t

s ± r t

s ± r
s ± rR

jr ¡ s ± r j2u 0 dx
R

jr ¡ s ± r j2u0 dx
R

js ± r t ¡ x j2u 0 dx
R

js ± r t ¡ xj2u0 dx

s
s

r 0

v1

vs

r 1

u
W
A
B
U
V

Vs = sU + (1 ¡ s)V
Ut = tU + (1 ¡ t)W

Vs = sUn + (1 ¡ s)Un +1 the functional Á

PSfrag replacements

0
X t (x )

ut

1
+ 1
I (Â)

Â
©

@F ©
@©

~U¿ ( t n ¡ 1 + ¾)
min U

1
2¾ kU ¡ U n ¡ 1 k2

H + ©( U )
Â
¾

¯ (e)
e

= e ¡ Â
H ¡ 1(Â)

Â + H ¡ 1(Â)

W (Â)
W (Â)

W 0(Â)
¿

¿1

¿2

¿n

¿n +1

T = tN

t1

t2

tn ¡ 1

tn

U0
¿ = U n ¡ U n ¡ 1

¿

0

¿
2¿

::: tn ¡ 1

tn

tn +1

tn ¡ 1

U 0
¿

U 1
¿

U 2
¿

U n ¡ 1
¿

U n +1
¿

U n
¿

U n +1
¿

U N
¿

U¿

P ¿

U¿ (t)
U¿ ( t )

tN = T
¿1

¿2

:::
¿n

:::
¿N

t
u

Vs = sUn + (1 ¡ s)V
V
v0

u0

û0
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The metric approachto gradient �o ws

In an arbitrary metric space S it is possible to perform
a general appr oximation scheme

which (hopefully) converges to the solution of the Gradient �o w equation.

Main problems:

1. look for suf�cient conditions on

PSfrag replacements

0
X t (x )

ut

1
+ 1
I (Â)

Â
©

@F ©
@©

~U¿ ( t n ¡ 1 + ¾)
min U

1
2¾ kU ¡ U n ¡ 1 k2

H + ©( U )
Â
¾

¯ (e)
e

= e ¡ Â
H ¡ 1(Â)

Â + H ¡ 1(Â)

W (Â)
W (Â)

W 0(Â)
¿

¿1

¿2

¿n

¿n +1

T = tN

t1

t2

tn ¡ 1

tn

U0
¿ = U n ¡ U n ¡ 1

¿

0

¿
2¿

::: tn ¡ 1

tn

tn +1

tn ¡ 1

U 0
¿

U 1
¿

U 2
¿

U n ¡ 1
¿

U n +1
¿

U n
¿

U n +1
¿

U N
¿

U¿

P ¿

U¿ (t)
U¿ ( t )

tN = T
¿1

¿2

:::
¿n

:::
¿N

t
u

Vs = sUn + (1 ¡ s)V
V
v0

u0

û0
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ŵ
w
w

d(u t ; w ) = d(u0; w ) = d(u1; w )R
jr ¡ sj2w dx

r
r

r t

s
r

s ± r t

s ± r t

s ± r
s ± rR

jr ¡ s ± r j2u 0 dx
R

jr ¡ s ± r j2u0 dx
R

js ± r t ¡ x j2u 0 dx
R

js ± r t ¡ xj2u0 dx

s
s

r 0

v1

vs

r 1

u
W
A
B
U
V

Vs = sU + (1 ¡ s)V
Ut = tU + (1 ¡ t)W

Vs = sUn + (1 ¡ s)Un +1 the functional Á

PSfrag replacements

0
X t (x )

ut

1
+ 1
I (Â)

Â
©

@F ©
@©

~U¿ ( t n ¡ 1 + ¾)
min U

1
2¾ kU ¡ U n ¡ 1 k2

H + ©( U )
Â
¾

¯ (e)
e

= e ¡ Â
H ¡ 1(Â)

Â + H ¡ 1(Â)

W (Â)
W (Â)

W 0(Â)
¿

¿1

¿2

¿n

¿n +1

T = tN

t1

t2

tn ¡ 1

tn

U0
¿ = U n ¡ U n ¡ 1

¿

0

¿
2¿

::: tn ¡ 1

tn

tn +1

tn ¡ 1

U 0
¿

U 1
¿

U 2
¿

U n ¡ 1
¿

U n +1
¿

U n
¿

U n +1
¿

U N
¿

U¿

P ¿

U¿ (t)
U¿ ( t )

tN = T
¿1

¿2

:::
¿n

:::
¿N

t
u

Vs = sUn + (1 ¡ s)V
V
v0

u0

û0
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û0
u1=4

u1=4

u1=2

u3=4

u1=2

u3=4

u 0

U n
¿

V
Vt

U n ¡ 1
¿

u t = (1 ¡ t ) u0 + t u1

u t = (r t )# w
u t

u 0

u 1

u1

û1
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û1

u2

S
R2

û2
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ŵ
w
w

d(u t ; w ) = d(u0; w ) = d(u1; w )R
jr ¡ sj2w dx

r
r

r t

s
r

s ± r t

s ± r t

s ± r
s ± rR

jr ¡ s ± r j2u 0 dx
R

jr ¡ s ± r j2u0 dx
R

js ± r t ¡ x j2u 0 dx
R

js ± r t ¡ xj2u0 dx

s
s

r 0

v1

vs

r 1

u
W
A
B
U
V

Vs = sU + (1 ¡ s)V
Ut = tU + (1 ¡ t)W

Vs = sUn + (1 ¡ s)Un +1 Choose a time step ¿ > 0 and

a par tition P ¿ := f t1; t2 ; :::; tn ; :::g of the time interval (0; + 1 ), t n := n¿;

PSfrag replacements

0
X t (x )

ut

1
+ 1
I (Â)

Â
©

@F ©
@©

~U¿ ( t n ¡ 1 + ¾)
min U

1
2¾ kU ¡ U n ¡ 1 k2

H + ©( U )
Â
¾

¯ (e)
e

= e ¡ Â
H ¡ 1(Â)

Â + H ¡ 1(Â)

W (Â)
W (Â)

W 0(Â)

¿¿¿ ¿

¿1

¿2

¿n

¿n +1

T = tN

t1

t2

tn ¡ 1

tn

U0
¿ = U n ¡ U n ¡ 1

¿

0 ¿ 2¿

::: tn ¡ 1

tn tn +1tn ¡ 1

U 0
¿

U 1
¿

U 2
¿

U n ¡ 1
¿

U n +1
¿

U n
¿

U n +1
¿

U N
¿

U¿

P ¿

U¿ (t)
U¿ ( t )

tN = T
¿1

¿2

::::::

::::::

¿n

:::
¿N

t

u
Vs = sUn + (1 ¡ s)V

V
v0

u0

û0
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û1

x1

x0

_x
x 1

y1

y2

y3

x 2

x 3

u t
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û2

ŵ
w
w

d(u t ; w ) = d(u0; w ) = d(u1; w )R
jr ¡ sj2w dx

r
r

r t

s
r

s ± r t

s ± r t

s ± r
s ± rR

jr ¡ s ± r j2u 0 dx
R

jr ¡ s ± r j2u0 dx
R

js ± r t ¡ x j2u 0 dx
R

js ± r t ¡ xj2u0 dx

s
s

r 0

v1

vs

r 1

u
W
A
B
U
V

Vs = sU + (1 ¡ s)V
Ut = tU + (1 ¡ t)W

Vs = sUn + (1 ¡ s)Un +1 Resolvent map and Discrete exponential form ula:

J¿ : Un ¡ 1
¿ ! U n

¿ ; U n
¿ = (J¿ )n [u0]:

Coimbra, June 10, 2005 – p.25



Implicit Euler Approximation Scheme

PSfrag replacements

0
X t (x )

ut

1
+ 1
I (Â)

Â
©

@F ©
@©

~U¿ ( t n ¡ 1 + ¾)
min U

1
2¾ kU ¡ U n ¡ 1 k2

H + ©( U )
Â
¾

¯ (e)
e

= e ¡ Â
H ¡ 1(Â)

Â + H ¡ 1(Â)

W (Â)
W (Â)

W 0(Â)
¿

¿1

¿2

¿n

¿n +1

T = tN

t1

t2

tn ¡ 1

tn

U0
¿ = U n ¡ U n ¡ 1

¿

0

¿
2¿

::: tn ¡ 1

tn

tn +1

tn ¡ 1

U 0
¿

U 1
¿

U 2
¿

U n ¡ 1
¿

U n +1
¿

U n
¿

U n +1
¿

U N
¿

U¿

P ¿

U¿ (t)
U¿ ( t )

tN = T
¿1

¿2

:::
¿n

:::
¿N

t
u

Vs = sUn + (1 ¡ s)V
V
v0

u0

û0
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û2

ŵ
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The algorithm makessenseeven in a metric framework

Variational algorithm
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¿ ) which solves

G ¡ 1

U n
¿ ¡ Un ¡ 1

¿

¿
+ r Á(U n

¿ ) = 0

among the minimizers of

DE GIORGI, MARINO, TOSQUES, DEGIO-
VANNI '80» '90; AMBROSIO-S. '05

Abstract theory of minimizing move-
ments and curves of maximal slope

LUCKHAUS-STURZENECKER, ALMGREN-
TAYLOR-WANG ... » '90

Geometric evolution problems
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LEVITAS, ROSSI-S. ... '90» '00

Phase transitions, hystheresis

OTTO, JORDAN, KINDERLEHRER, WALK-
INGTON ... '98» '00

Diffusion equations, Wasserstein
distance

In general only convergence results possib ly up to subsequences are known...
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Two differ ent dir ections...

1. The convex/Euc lidean theor y: it is modeled on the results for

convex (or ¸ -convex) functionals in Euclidean/Hilbert spaces

and gives the strongest results under restrictive assumptions on the
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2. The general theor y tries to �nd the

weakest conditions to obtain at least the existence of the gradient �o ws

through re�ned energy arguments; it has interesting applications even in
Hilbert/Banach spaces.

Here we focus on the �r st case .
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The roleof convexity: uniform error estimate

If Á is convex then for each t 2 P ¿ , U¿ ; V¿ discrete solutions starting from u 0 ; v0 ,

¯
¯U¿ ( t ) ¡ V¿ ( t )

¯
¯2 ·

¯
¯u 0 ¡ v0

¯
¯2 (discrete contraction)

where

Á¿ (u 0 ) = Á(J¿ [u 0 ]) +
1

2¿

¯
¯u 0 ¡ J¿ [u 0 ]

¯
¯2 ¸ 0

is the Yosida approximation of Á.
(CRANDALL-LIGGETT ('70), BAIOCCHI ('89), RULLA ('96), NOCHETTO-S.-VERDI

('00))

The estimate is independent of the space dimension d and

of the regularity of Á...

...it can be extended to in�nite dimensional Hilber t spaces
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Generation result for convex functional in Hilbert spaces
(KOMURA, KATO, DORROH, CRANDALL, LIGGETT, PAZY, BREZIS...» '70)
Convergence (“Exponential form ula”) For each u0 2 D (Á)

u(t) = St [u0] = lim
¿#0

U¿ ( t ) = lim
n ! + 1

(Jt=n )n [u0]

The map t 7! St [u0] is a contin uous contraction semigr oup on D (Á), i.e.

St + h [u0] = Sh [St [u0]];
¯
¯St [u0] ¡ St [v0]

¯
¯ ·

¯
¯u0 ¡ v0

¯
¯

Regularizing effect : u is locally Lipschitz with

Á(u(t)) · Át (u0); jr Á(u(t)) j2 · jr Á(v)j2 + 1
t 2 jv ¡ u0j2 8 v

Evolution variational inequalities u is the unique solution of

( d
dt u(t); u(t) ¡ v) + Á(u(t)) · Á(v) 8 v 2 D (Á):

Optimal error estimate

sup
0· t · T

¯
¯u(t) ¡ U¿ ( t )

¯
¯2 · ¿

¡
Á(u0) ¡ Á¿ (u0)

¢
·

¿2

2
jr Á(u0)j2 :

Exponential decay: in the case ¸ > 0 Á has a unique minimum point ¹u and

jut ¡ ¹uj · e¡ ¸ t ju0 ¡ ¹uj;
Á(ut ) ¡ Á( ¹u) · e¡ 2¸ t ¡

Á(u0) ¡ Á( ¹u)
¢
;

jr Á(ut )j · e¡ ¸ t jr Á(u0)j
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Weareconcerning only with metric properties

The map t 7! St [u0] is a contin uous contraction semigr oup on D (Á), i.e.

St + h [u0] = Sh [St [u0]]; jSt [u0] ¡ St [v0]j · ju0 ¡ v0j

The map t 7! St [u0] is a contin uous contraction semigr oup on D (Á), i.e.

St + h [u0] = Sh [St [u0]]; d(St [u0]; St [v0]) · d(u0; v0)

Regularizing effect : u is locally Lipschitz

Á(u(t)) · Át (u0); jr Á(u(t)) j2 · jr Á(v)j2 + 1
t 2 jv ¡ u0j2 8 v 2 D (Á)

Regularizing effect : u is locally Lipschitz

Á(u(t)) · Át (u0); j@Áj2(u(t)) · j@Áj2(v)j + 1
t d(v; u0)2

Evolution variational inequalities: u is the unique solution of

( d
dt u(t); u(t) ¡ v) + Á(u(t)) · Á(v) 8 v 2 D (Á):

Evolution variational inequalities: u is the unique solution of

d
dt

1
2 d2(u(t); v) + Á(u(t)) · Á(v) 8 v 2 D (Á):

Optimal error estimate :
Exponential decay: in the case ¸ > 0 Á has a unique minimum point ¹u and
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The contraction property in Euclideanspaces
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û0
u1=4

u1=4

u1=2

u3=4

u1=2

u3=4

u 0

U n
¿

V
Vt

U n ¡ 1
¿

u t = (1 ¡ t ) u0 + t u1

u t = (r t )# w
u t

u 0

u 1

u1

û1
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û1

u2

S
R2

û2
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û1

u2

S
R2

û2
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û0
u1=4

u1=4

u1=2

u3=4

u1=2

u3=4

u 0

U n
¿

V
Vt

U n ¡ 1
¿

u t = (1 ¡ t ) u0 + t u1

u t = (r t )# w
u t

u 0

u 1

u1

û1
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û t

û1
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û1

x1

x0

_x
x 1

y1

y2

y3

x 2

x 3

u t
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û t

û1
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û1

x1

x0

_x
x 1

y1

y2

y3

x 2

x 3

u t
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û1

u2

S
R2

û2
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A geometriccharacterization of an admissibledistance

Hilbert vs. Banach: Parallelogram rule
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Non Positivel y Curved (NPC) Spaces , curvature · 0 :

d2(u t ; w ) · (1 ¡ t ) d2(u0; w ) + t d2(u1; w ) ¡ t (1 ¡ t ) d2(u0; u1)
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The roleof curvature (Aleksandrov)
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Triangle comparison

w ! ŵ ; u0 ! û0; u1 ! û1

d(w ; u0) =
¯
¯ŵ ¡ u0

¯
¯; d(w ; u1) =
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¯ŵ ¡ u1

¯
¯; d(u0; u1) =

¯
¯u0 ¡ u1

¯
¯;
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Triangle comparison
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û1

u2

S R2

û2
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Geodesicallyconvex functional in NPC spaces

If
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û1

u2

S
R2

û2
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CRANDALL-LIGGETT generation argument and (sub)optimal error estimate

d(u(t); U¿ ( t ) ) · 2j@Áj(u0)
p

t ¿:
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Geodesicallyconvex functional in NPC spaces

If
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û t

û1
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û t

û1
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ŵ
w
w

d(u t ; w ) = d(u0; w ) = d(u1; w )R
jr ¡ sj2w dx

r
r

r t

s
r

s ± r t

s ± r t

s ± r
s ± rR

jr ¡ s ± r j2u 0 dx
R

jr ¡ s ± r j2u0 dx
R

js ± r t ¡ x j2u 0 dx
R

js ± r t ¡ xj2u0 dx

s
s

r 0

v1

vs

r 1

u
W
A
B
U
V

Vs = sU + (1 ¡ s)V
Ut = tU + (1 ¡ t)W

Vs = sUn + (1 ¡ s)Un +1 S is NPC, i.e. for every geodesic t 7! u t

d2(u t ; w )· (1 ¡ t ) d2(u0; w ) + t d2(u1; w ) ¡ t (1 ¡ t ) d2(u0; u1)

PSfrag replacements

0
X t (x )

ut

1
+ 1
I (Â)

Â
©

@F ©
@©

~U¿ ( t n ¡ 1 + ¾)
min U

1
2¾ kU ¡ U n ¡ 1 k2

H + ©( U )
Â
¾

¯ (e)
e

= e ¡ Â
H ¡ 1(Â)

Â + H ¡ 1(Â)

W (Â)
W (Â)

W 0(Â)
¿

¿1

¿2

¿n

¿n +1

T = tN

t1

t2

tn ¡ 1

tn

U0
¿ = U n ¡ U n ¡ 1

¿

0

¿
2¿

::: tn ¡ 1

tn

tn +1

tn ¡ 1

U 0
¿

U 1
¿

U 2
¿

U n ¡ 1
¿

U n +1
¿

U n
¿

U n +1
¿

U N
¿

U¿

P ¿

U¿ (t)
U¿ ( t )

tN = T
¿1

¿2

:::
¿n

:::
¿N

t
u

Vs = sUn + (1 ¡ s)V
V
v0

u0

û0
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The Wassersteindistanceyieldsa PC space

In fact, if t 7! u t is a geodesic connecting u0 to u1

d2(ut ; w ) ¸ (1 ¡ t ) d2(u0; w ) + t d2(u1; w ) ¡ t (1 ¡ t ) d2(u0; u1)

Moreover, in this situation
t 7! W 2(ut ; w ) has a conca ve cusp at t = 1=2 and therefore it is not ¸ -convex
for any ¸ 2 R.
In general the resolvent map J¿ is not a contraction
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û0
u1=4

u1=4

u1=2

u3=4

u1=2

u3=4

u 0

U n
¿

V
Vt

U n ¡ 1
¿

u t = (1 ¡ t ) u0 + t u1

u t = (r t )# w
u t

u 0u 1

u1

û1

x1

x0

_x
x 1

y1

y2

y3

x 2

x 3

u t
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û t

û1
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A newgeometriccondition

Main idea: we add more �e xibility to the choice of the connecting cur ves, which
do not need to be geodesics but could also depend on the functional

For each triple w ; u0; u1 2 D (Á) there exists a curve u t such that

Á(u t ) · (1 ¡ t ) Á(u0) + t Á(u1)¡ 1
2 ¸ t (1 ¡ t ) d2(u0; u1) (convexity along u t )

d2(u t ; w ) · (1 ¡ t ) d2(u0; w ) + t d2(u1; w ) ¡ t (1 ¡ t ) d2(u0; u1)

uniform modulus of convexity
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û1

x1

x0

_x
x 1

y1

y2

y3

x 2

x 3

u t
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In the Wassersteincase...

For each triple w ; u0; u1 take r 2 OptMap(w ; u0); s 2 OptMap(w ; u1),

r t (x ) = (1 ¡ t ) r (x ) + t s(x ); u t = (r t )# w

Á(u t ) · (1 ¡ t ) Á(u0) + t Á(u1) (convexity along u t )

d2(u t ; w ) · (1 ¡ t ) d2(u0; w ) + t d2(u1; w ) ¡ t (1 ¡ t ) d2(u0; u1)
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The three main examples of displacement convex functionals are also
convex along generaliz ed geodesics.
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Main result

If the previous condition holds then all the generation properties are satis�ed:
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û2

ŵ
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Possibledevelopments
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û2

ŵ
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ŵ
w
w

d(u t ; w ) = d(u0; w ) = d(u1; w )R
jr ¡ sj2w dx

r
r

r t

s
r

s ± r t

s ± r t

s ± r
s ± rR

jr ¡ s ± r j2u 0 dx
R

jr ¡ s ± r j2u0 dx
R

js ± r t ¡ x j2u 0 dx
R

js ± r t ¡ xj2u0 dx

s
s

r 0

v1

vs

r 1

u
W
A
B
U
V

Vs = sU + (1 ¡ s)V
Ut = tU + (1 ¡ t)W

Vs = sUn + (1 ¡ s)Un +1 Wassersein distance on Riemannian manifolds

PSfrag replacements

0
X t (x )

ut

1
+ 1
I (Â)

Â
©

@F ©
@©

~U¿ ( t n ¡ 1 + ¾)
min U

1
2¾ kU ¡ U n ¡ 1 k2

H + ©( U )
Â
¾

¯ (e)
e

= e ¡ Â
H ¡ 1(Â)

Â + H ¡ 1(Â)

W (Â)
W (Â)

W 0(Â)
¿

¿1

¿2

¿n

¿n +1

T = tN

t1

t2

tn ¡ 1

tn

U0
¿ = U n ¡ U n ¡ 1

¿

0

¿
2¿

::: tn ¡ 1

tn

tn +1

tn ¡ 1

U 0
¿

U 1
¿

U 2
¿

U n ¡ 1
¿

U n +1
¿

U n
¿

U n +1
¿

U N
¿

U¿

P ¿

U¿ (t)
U¿ ( t )

tN = T
¿1

¿2

:::
¿n

:::
¿N

t
u

Vs = sUn + (1 ¡ s)V
V
v0

u0

û0
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û t

û1
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û t

û1
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û1

u2

S
R2

û2
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û2

ŵ
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û1

u2

S
R2

û2
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û2

ŵ
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û1

u2

S
R2

û2
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û t

û1
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û0
u1=4

u1=4

u1=2

u3=4

u1=2

u3=4

u 0

U n
¿

V
Vt

U n ¡ 1
¿

u t = (1 ¡ t ) u0 + t u1

u t = (r t )# w
u t

u 0

u 1

u1

û1
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