METODI MATEMATICI per 'INGEGNERIA
APPELLO REGOLARE del 28 febbraio 2002

1) Sia data la funzione di variabile complessa

1/z

f(z) = =

1= 22

a) Determinare le singolarita di f, classificarle e calcolare i relativi residui;

b) dare lo sviluppo di Laurent della f centrato in z = 0, precisando il raggio di conver-
genza;

c) calcolare | f(z)dz dove C & la circonferenza di centro z = 1 e raggio R = 1, orientata

c
In senso antiorario.

Soluzione. Abbiamo
z =1 polo del primo ordine, Res(f,1)= —g,

~1
z =—1 polo del primo ordine, Res(f,—1)= 67,

z =0 singolarita essenziale, Res(f,0)=sinh1,

-1
% —sinh1 =sinh1 —sinh 1 = 0.

Zso singolarita eliminabile, Res(f,zs) =

N ®

0 —n+2k

z
Per quanto riguarda lo sviluppo di Laurent abbiamo f(z) = Z
n,k=0

‘ con R=1.
n!

Infine / f(z)dz =2miRes(f,1) = —mei.
C

2) Con metodi di analisi complessa, calcolare

T 2
|
_x O +sint

T 2 2 d
A Y
. 3+sint 034_5—2_1./3%

dove C' ¢ la circonferenza unitaria di centro l’origine, orientata positivamente. Semplifi-
cando ci riduciamo a

Soluzione. Abbiamo

dz
I:4 —:4-2 ) . _ 2 2 —
/022_'_622_1 ™1 Res(fa( 3+ \/_)Z)



81
= (32 emterevan T VAT

3) Si consideri la funzione f: R — R definita da
F@) = ltIx-1,1 (%)

a) Verificare che f e Fourier-trasformabile.

b) Calcolare f esplicitamente.

c) Calcolare [t|x—1,1)(t) * X[—1,1(t). [Suggerimento: (t|t|)" = 2|t| ]
Soluzione. Poiche f e limitata e a supporto compatto, € immediato verificare che appar-
tiene a L'(R) e cio implica che f sia Fourier - trasformabile. Passando al calcolo esplicito

della trasformata, abbiamo
1

1
f(ﬁ):/Re_i'Etf(t)dt:/_l e—i'f'f|1t|cht:/_1 |t|(cos(€t) — isin(&t)) dt =

sin(&t) |1 B 2/1 sin(&t) g — 2sin§ N 2(:055 - 1‘
0

1
= 2/0 tcos(&t) dt = 2 0 ¢ £ &2

Infine, sfruttando il suggerimento,

t+1
tIxi=1,1() * xj—1,0() = [ [s]x[=1,11(8) - X[=1,17(t — 8) ds = |5|x[=1,1)(5) ds =
R 1
t—
( 0 set< =2
t+1
t+1)t+1 1
[ o Sy ey
1
- 1
1—-(t—-1|t—-1
/ \s|ds:%‘ilz ( 2)| | se 0<t<2
t—1
\ 0 set>2.

4) Utilizzando la L-trasformata, risolvere il seguente problema di Cauchy
{tY” +2Y 4+ 9tY = F(t), t>0
Y(0)=Y'(0)=0
dove F'(t) & una funzione L-trasformabile con A\, = 0.

Soluzione. Trasformando membro a mebro, abbiamo

(5 () + 259(s) — 9 (y(s)) = 1(5)
2sy(s) — /() +250(s) ~OU/(8) = S(s) = (>4 9)y/() = (8

)= 36 g = LAY (0) = S« H(D) sin30)

3
S Y@ = % (F(t) + H(t)sin(3t)]




