METODI MATEMATICI
APPELLO REGOLARE del 26 febbraio 2003

1) Con metodi di Analisi Complessa, calcolare i seguenti due integrali definiti
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Soluzione. Per quanto riguarda il primo integrale, abbiamo
27 27 i
t
/ LA / 2
o 44 2cost 0 44et et

iz

12

Posto
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ed indicata con C7(0) la circonferenza di centro l'origine e raggio uno, orientata positiva-
mente, 'integrale precedente diviene
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Quanto al secondo integrale, abbiamo
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2) Data la funzione f: R — R, periodica di periodo T' = 27 definita da
-7 —mT<t<O,
ft) =
T —1t 0<t<nm
a) verificare che & sviluppabile in serie di Fourier;
b) calcolare I'espressione esplicita dei coefficienti;
c) studiare la convergenza della serie alla funzione;
d) utilizzare i risultati dei punti precedenti per calcolare la somma della serie
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Soluzione. La funzione ¢ periodica e limitata, dunque e certamente sviluppabile in serie
di Fourier. Calcoliamo i coefficienti.

ap = % _: f(t) cos(nt) dt = [/_OW —m cos(nt) dt + /OW(W — t) cos(nt) dt] = %
by = % _7; F(t) sin(nt) dt = l /_ OW rsin(nt) dt + /0 " — 1) sin(nt) dt] _ 2T (;)nﬂ.

E immediato riconoscere che la serie converge alla funzione nel senso dell’energia: possiamo
dunque scrivere
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Per quanto riguarda la convergenza puntuale, la situazione e la seguente

a) Vt£kr  Sn(t) n: Fb);

b) Vt=2%kr  Sn(t) n:OO f(%”ﬂ;f(%”_) = 0;
o) Ve=(k+r  S(t) f<(2’f+1>7f+>;f(<2kw+1>_> =-7.

In particolare, dunque, se scegliamo ¢ = 0, abbiamo
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3) Utilizzando la trasformata di Fourier, determinare la soluzione dell’equazione

" —6u — 8u = e 5,

Soluzione. Trasformando entrambi i membri dell’equazione abbiamo
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Tt abbiamo u(t) = g(t) * e Il Calcoliamo V'espressione di g(t).

Posto g(w) =

Abbiamo
w? — 6iw —8 =0 = Wi, = 4i, 2.

Applicando il teorema di inversione ed il Lemma di Jordan, otteniamo
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Dunque ¢(t) = §H (t)[e~* — e72']. Possiamo allora calcolarel’espressione esplicita di u(t).
Abbiamo
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4) Calcolare la trasformata di Laplace delle seguenti funzioni, precisando per ognuna
I’ascissa di assoluta convergenza

A) Filt) = 5 o(3) * Jo(4n);

t .
b) Fy(t) = / =T
0 T
c) F3(t) = H(t)t sinh(3t);
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Soluzione. Posto G(t) = Jo(3t) * Jo(4t) & immediato osservare che G(07) = 0 (per la
definizione stessa di convoluzione). Per questo motivo abbiamo

d) Fu(t) =

fﬂﬁZSM@“%m7:S“$:S% @;+1'i @;+1:
3 4

S

V(82 +9)(s2 + 16)

9
»

t 1
Fy(t) = / ST gr = fa(s) = —(g —arctans), A = 0;
0



o d 3 6s
dss2—9 (s2-19)2’

Fg(t) = H(t)t Slnh(?)t) = fg(S) = A3 = 3;
Infine

Fyt)=[Ht)-Ht -1t +2)+[H({t—-1)—H(t—2)]e" +2H(t —2) =

=tH@t)+2H(t)—H({t—1)(t—1)-3H(t—1)+eH(t—1)e' ' —e*H(t—2)e' > +2H(t—2).

Da qui, trasformando a blocchi, otteniamo




